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在 数论 的 研究 领域 内 ,对 数论 函数 和 数列 各 方面 、 各 角度 的 研究 至 关 
重要 . 本 书 介 绍 了 基于 数论 函数 和 数列 几 个 方面 的 研究 , 包括 源 于 
Smarandache 教授 提出 的 一 些 函数 和 常见 函数 的 均值 估计 、 包 含 数论 函数 
的 方程 及 求解 、 常 见 函 数 的 计算 式 、 新 提出 的 素数 函数 和 互 素 函数 的 应 用 、 
著名 的 Chebyshev 多 项 式 和 Fibonacci 数 、Lucas 数 、Bernoulli 数 及 Euler 
数 的 常见 研究 方法 及 成 果 等 . 书 中 使 用 的 方法 涉及 初等 方法 和 解析 方法 ， 
而 用 基础 的 数学 方法 巧妙 地 得 到 一 些 结论 ， 也 是 数论 研究 问题 技巧 性 与 趣 
味 性 的 体现 . 本 书 是 作者 近 几 年 来 研究 工作 的 一 个 阶段 性 总 结 ， 其 中 包括 
了 作者 的 研究 成 果 . 

本 书 可 供 高 等 院 校 数学 系 、 数 论 爱 好 者 学 习 , 也 可 供 数论 和 密码 学 相 
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数论 是 数学 的 一 个 分 支 , 是 一 门 研究 整数 性 质 的 学 科 , 具有 理论 性 和 趣味 性 . 对 
数论 问题 的 不 断 研究 促进 了 数论 及 现代 数学 的 长 足 发 展 . 

美 籍 罗 马 尼 亚 著名 数论 专家 F.Smarandache 教授 提出 了 许多 关于 特殊 数列 、 算 
术 函 数 的 问题 与 猿 想 ,从 而 吸引 了 许多 学 者 进行 研究 , 并 取得 了 丰硕 的 成 果 . 同时 也 
产生 了 很 多 新 的 问题 , 需 运 用 创新 方法 进行 解决 . 于 是 推动 了 数论 函数 和 数列 的 科学 
研究 . 

本 书 正 是 根据 作者 近年 来 对 该 学 科 的 认识 和 研究 成 果 , 在 导师 张 文 鹏 教授 的 建议 
F, 将 目前 中 国学 者 和 作者 关于 一 些 问 题 的 部 分 研究 成 果 汇 编 成 册 , 主要 目的 在 于 向 
读者 全 面 系统 地 介绍 一 些 数论 函数 和 数列 的 性 质 研究 现状 及 最 新 的 研究 成 果 . 书 中 内 
容 主 要 包括 Smarandache 函数 及 相关 函数 的 均值 性 质 研 究 、 可 乘 数论 函数 的 均值 性 质 
研究 ; 包含 数论 函数 和 数列 的 方程 及 求解 ; 与 常见 函数 相关 的 恒等式 和 不 等 式 ; 素数 函 
数 和 互 素 函 数 的 应 用 ; 著名 的 Chebyshev 多 项 式 和 Fibonacci 数 、Lucas 数 、Bernoulli 
数 及 Euler 数 等 的 研究 方法 及 成 果 . 研究 方法 主要 为 初等 数论 方法 和 解析 数论 方法 
其 中 运用 初等 数学 技巧 也 是 数论 问题 趣味 性 的 体现 . 另外 , 本 书 是 作者 近 儿 年 来 研究 
工作 的 一 个 阶段 性 总 结 , 也 包括 作者 的 研究 成 果 . 希望 本 书 可 以 为 数论 研究 者 提供 借 
Js, 也 使 初学 者 能 够 初步 掌握 运用 数论 方法 解决 实际 问题 的 能 力 . 

本 书 的 内 容 以 作者 自己 近 几 年 的 研究 成 果 为 主线 , 并 借鉴 了 同仁 们 的 一 些 研 究 方 
法 和 成 果 , 在 此 对 所 涉及 研究 成 果 的 同仁 们 表示 衷心 的 感谢 ; 同时 对 导师 张 文 鹏 教授 
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常见 符号 说 明 


Dirichlet 除数 函数 
Euler 常数 
Riemann zeta 函数 
Euler 函数 

对 所 有 素数 求 和 


对 所 有 素数 求 积 


5 n ERR k KA 


Mangololt 函数 

不 超过 z 的 最 大 整数 

?|[m 但 p** tm 

n 的 素 因 子 的 个 数 
zZ1，2Z3，:… ,Yn 的 最 小 公 倍 数 
Σι, 21, ''' En 的 最 大 公约 数 
Möbius 函数 


Legendre 符号 


前 言 

常见 符号 说 明 

813€ ο E n e e m 1 
13 k 次 方 根 的 整数 部 分 序列 的 均值 eee 1 
12 m 次 补 数 序 列 的 均值 MM IH 8 
1.3” 素 因子 最 大 指数 序列 e(n) 的 均值 11 
14 奇 第 序列 13 
15 SCBF(n) 函数 的 均值 19 
16 数论 函数 FK(n) 的 均值 24 
1.7 Smarandache 双 阶 乘 函 数 及 其 加 法 类 似 函 数 的 均值 pp 26 
1.8 Smarandache 三 阶乘 函数 的 均值 .ppp 31 
ώμο ΕΒΕ III 34 
1.10 Smarandache ZARRARI É eM 36 
1.11 包含 Smarandache 函数 的 混合 均值 .pp 37 
νε τε μμ eee 39 

第 2 章 可 乘 函 数 的 均值 估计 .4 43 
2.1 微分 函数 和 积分 函数 的 均值 .pp 43 
22 可 乘 函数 在 无 上 + 1 次 宕 因子 序列 上 的 均值 .pp 46 
23 Smarandache ΜΕΡΗ ΗΑΕ eee 49 
2.4 Smarandache 函数 和 Mangoldt 函数 A(n) 的 均值 …………………… 54 
2.5 MRAK WW,(n) 的 均值 55 
2.6 函数 s(n) 的 混合 均值 eee 57 
2.7 HRADE RI E --------------τετ-ετεεεενεννέννένεννενννννννν 63 
2.8 Smarandache 可 乘 函 数 的 均值 pp 66 
2.9 Smarandache 函数 S(n) 和 Smarandache 可 乘 函 数 SM(n) 的 均值 ……… 69 

第 3 章 包含 数论 函数 的 方程 及 求解 73 
3.1 关于 Smarandache PEZ e 73 
3.2 关于 Smarandache 函数 和 Euler 函数 的 方程 pp 78 


关于 Smarandache 函数 和 伪 Smarandache 函数 的 方程 .…… 80 
关于 Smarandache 对 偶 函 数 的 方程 82 
Smarandache 方程 及 其 整数 解  --υ-υ-- 84 
关于 函数 de(n) 的 方程 e 86 
关于 Smarandache JA AZ Spln) BJJPRE ο eI 90 
包含 Smarandache 函数 的 方程 95 
AS OE ARRA eH 100 
νο με eee ΠΠ 103 
ELESERULEZEY34J4 EA. 103 
Smarandache 问题 中 的 第 57 “ΤΙΜΗ τι eee 106 
关于 Smarandache LEM 比例 序列 的 等 式 107 
关于 天 次 补 数 的 恒等式 es 112 
关于 Smarandache ceil ER fc CROSS BRA TRAE ees 116 
XT Smarandache 函数 的 恒等式 119 
Smarandache 函数 、 素 数 函 数 及 互 素 函 数 的 应 用 .… νετ τ τετ εκ νε ον 122 
Smarandache MAESE EROPAH eee 122 
应 用 Smarandache 函数 得 到 的 一 个 结果 124 
带 有 Smarandache 函数 的 同 余 ee κ. 125 
Smarandache δε. ΕΗ ΧΙ ΚΝ eee 198 
素数 序列 和 Smarandache RARA eee 130 
Smarandache Ἡ X*BNPNÉEBAXXAX eese 131 
AFE ZAREZA mE... 133 
XT Chebyshev 多 项 式 和 Fibonacci 数 的 恒等式 .pp 133 
Chebyshev 多 项 式 和 Fibonacci SX. Lucas 数 的 恒等式 … τν 138 
Fibonacci 数 偶 次 才 的 积 和 式 ΣΥ 142 
Fibonacci 数 奇 次 圭 的 积 和 式 eee 146 
研究 Bernoulli X Euler 数 的 一 种 方法 τν eee 149 


$1% ”数论 函数 的 均值 估计 


自 变量 n 在 某 个 整数 集合 中 取 值 , HEX y 取 复 数值 的 函数 y= f(n) 称 为 数论 
函数 或 算术 函数 .数论 函数 在 数论 问题 和 其 他 相关 学 科 的 研究 中 有 着 非常 重要 的 作 
用 , 因此 研究 数论 函数 的 性 质 具 有 重要 意义 . 本章 主要 介绍 一 些 数论 函数 及 与 其 他 函 
数 的 混合 均值 性 质 . 


1.1 次 方 根 的 整数 部 分 序列 的 均值 


对 任意 的 正 整数 τι, 函数 aln) 定义 为 n 的 大 次 方 根 的 整数 部 分 , 即 aln) = [πε]. 
例如 , a(1) = 1, a(2) = 1, α(3) = 1, ---, a(2¥) = 2, a(2* + 1) = 2, ---, a(3*) = 3, ---. 
Smarandache 教授 (参阅 文献 [1]) 建议 研究 序列 aln) 的 性 质 . 下 面 利用 初等 方法 来 
研究 它 的 一 些 均值 性 质 . 主要 包括 它 与 Euler 函数 、 除 数 寡 和 函数 、 多 项 式 函 数 的 混 
合 均值 性 质 . 

首先 介绍 两 个 函数 的 定义 . 

定义 1.1.1 Euler 函数 (n) 为 不 超过 n 的 且 与 n 互 素 的 正 整 数 的 个 数 , 即 


n 


p(n) = 71. 


k=1 
特别 地 ， 3 n — p, p 为 素数 时 , p(p) — p — 1. 
定义 1.1.2 KAFEAK oa(n) 为 对 n 的 所 有 因子 的 a e T t M 

σα(π)-- 9 de. 

d|n 

特别 地 , Ἡ a — 0 时 , 就 是 Dirichlet 除数 函数 d(n), Bp 
d(n) = 》 1， 

din 

k 次 方 根 的 整数 部 分 序列 和 Euler 函数 p(n) 所 形成 的 混合 函数 具有 很 好 的 均值 
性 质 , 在 此 有 关于 这 两 个 函数 的 混合 函数 的 有 趣 的 渐 近 公式 . 

定理 1.1.1 “对 任意 的 实数 z > 1 和 任意 的 正 整 数 上 > 1, 有 渐 近 公式 


ο et ole ion, 


nr 


其 中 & 是 任意 的 实数 . 
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证 明 ”对 任意 的 实数 z > 1， 必 然 存 在 一 正 整数 M 满足 M* < x < (十 TDP 
由 a(n) 的 定义 
y: £60) -人 μία), y glam) 


a(n) M*xn«z 


- Y . Y e) ) 


t=1 tkZn«(tH1)* ME gnage 


在 这 里 应 用 了 估计 O < nm- 
注意 到 (参阅 文献 12) 
» p(n) = Ís+ Ο (Qna) (nlinz)s η), 


"kx 


y) = Y; £O. 则 由 Abal fttit ( 参阅 文献 [9), 容易 推出 


ixy 


k— αφ) | k—1 - (Bh M k—2 
Yen ΕΜ ΒίΜ)- BOD- (kD νΙ "Βαν 
= M*-1 (Sus ο (ΠΠ 
M 

-e-f y^? πα ) ay 

= x5 M* +0 ((n M)? Qnm a1). 

因此 

y: £0» = S M* 1L O(M*71*), 


ιο a(n) π 


另 一 方面 , 注意 到 佑 计 式 


0cxz—M*z(M-1*-M* «xz, 


11 k 次 方 根 的 整数 部 分 序列 的 均值 .3. 


这 样 , 就 得 到 了 渐 近 公式 
δν. A 5 z+ O(zi-*-*). 


nic 
于 是 完成 了 定理 1.1.1 的 证 明 . 
定理 1.1.2 “对 任意 的 实数 了 > 1 和 任意 的 正 整 数 k 有 渐 近 公式 


1 KOXG) 1} -4 
Σ πατῇ" 6-u0q9^ οκ. 


其 中 


- p(n) «5 p (n)lnn 
á= DE- A onem) ᾿ 


WEB] ”注意 到 (参阅 文献 [4]) 


1 ΚΕ) ng 
Op ^ 6 77 ΠΠ 


其 中 
A- i^ (η) v^ pn) Inn 
—neg(n 全 πφίπ) 
同 定理 1.1.1 的 证 明 ， 可 完成 定理 1.1.2 Mum. 
k 次 方 根 的 整数 部 分 序列 与 除数 寡 和 函数 亡 形成 的 混合 函数 σα(α(π)) 在 a 的 不 
同情 形 下 , 也 有 一 系列 的 均值 性 质 , 其 求解 过 程 和 结果 如 下 : 
引 理 1.1.1 设 a>0 是 一 实数 , 则 对 了 > 1 有 


Y oun) = S Dae 4 O(a) 


nic 


πι ζία 4- 1}α + O(a?), αφ], 
2,70) i | ζ()α -Ο{3α), a=1, 
其 中 8 = max(1,o), ὃ = max(0,1— o). 

证 明 ”参阅 文献 [2]. 

引 理 1.1.2 ik n 是 一 正 整 数 , 有 


》 oola(n)) = = 3a (IH) 一 Z ng + O(a). 


nir nic 
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ΜΕ ”参阅 文献 [5]. 
定理 1.1.3 ”对 任意 的 实数 z > 1 pE nl, MKAA 


kela +1) 二 +0 (a=) , &a>0, 


a 
zzInz + O(z), a=0, 
Σο J C2) ο(α” Ἑ)), a=], 
C1 — a)z +O (αἱ E, a « 0,a X —1, 


B = max{1, a}, ô = max(0,1-r o), e 是 任意 的 实数 . 
证 阴 “分 三 种 情况 来 讨论 . 
(1) 34 o > 0 时, WA 


velam)=》 σα (Int]) 


nsr nír 
= » σα (5) 十 D σα (I1) te 
1# <n<2k 2*«n«3k 


+ oM s(mniH)«ow 
N*&n«(N-41)* 


- M (G+1)* -- j") e«G) - (N^). 


j&N 


& A(n) = $ o G) M FO) = 》 (G +1) — 18), 应 用 Abel 恒等式 和 引 理 1.1.2, 


j&N j&N 


N 
Σ᾽ σα(α(η)) - Α(Ν)/(Ν) - A()f(1) — [ A(t) f'(t)dt + O(N?) 
nír 
. kC(a 4 1) 
^ «41 
-O(N8*k-1) 
. Κζία-- 1) τα B 
= Fk Netk + O(NP** 1) 


= tD ayt +0 (z^) . 


N 
Notk k(k — n| Cla + 1) αγία. 
1 a+k 


(2) 当 a = -1 时 , 有 
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35020) 7 F o (nt) 


n&z ngr - 
一 》、 σι (αὐ) 4 > σι (οὶ) 4e 
1*£n«2k 2k <n<3k 
+ È σι ([n*1) ΦΟ(ΝΕ) 
N*n«(N-41)* 
- M (G +D" - j") ea) Xo(N*). 
j&N 
4 A(n) = 2 oa G) ΒΙ £6) — Σ᾽ (G-- 0* — 7"), 则 
j«N j«N 
D olal) =F o-a (In*1) 
n&z πκα 


Ν 
-AQ)f(Q) -AD -| AWF (Wat + O(N®) 
—-CQ)N* .+ o(N***71) 
-(2)2 + O( 717), 


其 中 ε 是 任意 正 实数 . 
(3) 340 «04H o. z —1 B, 


Y e«(a(n)) = Y σα (Int) 


n&z nic 

= y» σα (n*]) 十 ΣΡ σα (23) +- 
1k <n<2k 2k <n<3k 
+ »» σα (31) 4 O(N?) 

N*xn«(N-r1)* 

- M (G +1} -- 18) cali) -o(N9). 

j&N 
$ A(n) = 》 σα(3) WI f) 2 Y^ (G 4 1)* — 8), ΠΙ 
1Ξ“Ν ISN 


N 
>» σα(α(π))-- A(N)f(N) — Α(1)/(1) -- | A(t) f" ())àt + O(N*) 
nir 
—kC(1 — o)N* — (k — 1)C(1 — α) ΝΑ 4-O(N9**-1) 
—€(1 — a)N* + O (N9**71) 


-6G(1- ajz 4 O(a* e. 


.6 . 第 1 章 数论 函数 的 均值 估计 


结合 以 上 结论 , 有 
KC(a 十 1) aşk B+k—1 
MA s o (g k ), a> 0, 


1 


Inz + O(z), -0, 
Koala) 1 LA li 
nz c(2)z 十 O (a=) , a — -1, 
C1 — α)α +0 (s=), a < 0,a £z —1. 
于 是 完成 了 定理 1.1.9 的 证 明 . 


引 理 1.5.3. 设 0<a<1 是 一 实数 , f(z) 是 一 整 系数 多 项 式 , 则 对 任意 的 实数 
r1, 
35 o «(f(a(n)) = Cr(o)z -- O(z!-? In? α), 
n&z,f(n)zO 


其 中 Ύ 是 一 常数 ， 


Ca =X PAA, Ρ(- >》 1 


d—1 f(n)s0(mod d), 
O«n&d 


证 明 ”参阅 文献 [6]. 
引 理 1.1.4 ik M 是 一 固定 的 正 整 数 ,jz) 是 一 整 系数 多 项 式 , 有 


< k—1 Cila) ,mp k— 
> ii sU()) = 9 M* + OM m? M). 
t—1 


证 明 8 
A(y) =Y o-a f®). 
t&y 
由 Abel 恒等式 , 有 


Μ 


Σ 8 lo α(/(ε)) 


i-i 
— M*1 (M) - A(1) - (k — 1) κ y" ? A(y)dy 
— ΜΕ 1(Ο/(α)Μ + O(M!^* In? M)) 
-(k — 1) [ y ?(Cr(a)y + O(y In? y))dy 
-Ορα) ΜΕ + O(M*-? In M) — Cre D e + O(M*-? In? M) 


= Οία) με. ouo m1 M). 
k 


11 k 次 方 根 的 整数 部 分 序列 的 均值 Te 


于 是 完成 了 引 理 1.1.4 的 证 明 . 
定理 1.1.4 设 0<a<l 是 一 实数 , [(ῳ) 是 一 整 系数 多 项 式 , 则 对 任意 的 实数 
z1,4 AMA, 
Y 1 e-a(f(a(m))) = Cr(o)z +0 (z^ Έτ), 
mxz 
其 中 i 
σ o (n) 一 D Ie? 


HE 
ε 是 任意 的 正 数 . 
WEBB ”对 任意 的 实数 x > 1, 必 存 在 一 正 整 数 M 使 得 


M* & z « (M 4 1)*. 
8 ao 表示 f(x) 的 常数 项 , 由 alm) 的 定义 和 引 理 1.1.4, 有 
2 σ. α({(α(πι))) 


ποσα 

Μ 

= 》 oaf M) σ-α(/(α(πι)) 
t=1 (t-1)*Xm«t* M*'£mtsz 

M—1 

= M σαζσίθ)ησ.α(α) - Y σ-α({(Μ)) 


t—1 tk&m«(t-1)* Mrmr 


=Y (6+ D+- #) oal) +0( Σ uu) 


M*&m«(M-1)* 


ο 
(X) σα) 


M*&m&(M-1)* 


M 

=k X th lo_o(f(t)) +0 (M*"o s(f(0)) 
t=1 

— Cr (a)M* + O(M*-°+°), 


在 最 后 一 步 中 应 用 了 σ αίπ) <n. 
另 一 方面 , 注意 到 估计 式 


=M"! (e (ο) te) «zx, 
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结合 上 面 的 结果 , 即 可 得 渐 近 公式 
»» σ. a (f(a(m))) = Ορ(α)α +O (z17***). 


πικα 


于 是 完成 了 定理 1.1.4 的 证 明 . 


1.2 mm 次 补 数 序列 的 均值 


文献 [1] 给 出 了 πι 次 方 补 数 的 定义 , BE 

EX 1.2.1 iEn 是 一 正 整数 , 如 果 os (n) 是 最 小 的 正 整数 且 满 足 nam(n) 是 一 
个 完全 m 次 方 数 , 则 aus (n) JE τι 99 πι 次 方 补 数 . 

例如 , am(2) = 2771, am(3) = 371, am(4) = 27-2, a (2m) = 1, .... 

特别 地 , 当 m = 2 时 , 称 az(n) 为 平方 补 数 . 例如 , az(1) = 1, a2(2) = 2, a2(3) = 3, 
a2(4) = 1, az(5) = 5, a2(6) = 6, ---. 

定义 1.2.2 Hn X — E X, 定义 Smarandache 函数 为 

S(n) = min(m : m € N,n[m!]. 

ATHE, 用 p(n) 表示 n 的 最 大 素 因 数 . 

引 理 1.2.1  JdeX n 是 一 个 无 平方 因子 数 或 者 p(n) > Vn, A S(n) -- p(n). 

证 阴 (1) 当 ”是 一 个 无 平方 因子 数 时 . 设 η = pip2…prp(n), W 


Pi|p(n)!, i= 1,2,3, jT, 
所 以 n|p(n)!, 但 是 p(n) 1 (p(n) — 1}!, 所 以 nt (pin) — 1)!, 即 S(n) = p(n). 
(2) # p(n) > Vn. V n — pf! p? -pl p(n), 因此 
Dip cpm < vn, 


则 
pe'lp(n)!, i—1,2,-.-,r. 


从 而 n[p(n)!; 但 是 p(n) f (p(n) — 1}1, 所 以 S(n) = p(n). 
引 理 1.2[(2 ip 是 一 素数 ,有 


r? z? 
Σ p= 2lnz +0 (35) ` 


vz&p&r 


WEB] rla) 表示 不 超过 α 的 素数 的 个 数 , 注意 到 等 式 (参阅 文献 [7]) 


z T 
π(α) = iz +0 (---) ， 


由 Abel 恒等式 , 有 


12 πι 次 补 数 序列 的 均值 


Y. p=-rtmz-r(vVv5-| rt 
VESDP 乏 z vz 
z? x? z 
hz 2lnz το (zs) 
g? x 
=3ma +? (zzz) i 


引 理 1.2.3 ”有 设 z >1 是 任意 一 实数 , m > 2 是 正 整数 , 有 
ΣΡ Sm (πμ) --Οο CN p^! 9) ; 


πε 
p(n)& n 
9 一 工 — a" (πι) αι 
之 87 0 — nz 10 (十 ; l 
p(n)» n 


WERH ”首先 , 由 Euler 求 和 公式 ( 参阅 文献 [3]), 很 容易 得 到 
$5 $"7()«M (vnin) 


AKE 


p(n)& n 


nic 


一 κο. 十 fe - [t]) (imne) dt 


«(να πα) τα — [s] 


= T+3 πρι Ο 
πι--1 


这 就 证 明了 第 一 个 估计 式 . 又 


(αἲ nte), 


Σ ο”... p 
nge πρκα n&v/z n&/z V/n«ps 2 
p(n)»/n p» np νπερςς 


应 用 Abel 恒等式 , 有 
5 p" 


Vo px 5 
-«(£) (£^ - «tvatvay - M «(oy t-)yar 


zm 


« 
« 


mn"? nz 


2 
lng 


Th 


nams- mnj ^ 
οί 
οί 


TL. 


)) e» p. 
) 


pui 
In£ 


iml 


In? x 


Ar? 


In?z 


eo( 2a 


TT 


n? In? z 
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由 文献 [3], 当 s > 0,5 关 1 时 ， 


Di 一 一 (8) {-Ο(α-"). 
因此 , 有 渐 近 式 
m-l . z"C(m) zm" 
Σ, δ. 7 |» mlg το (i) l 
于 是 完成 了 引 理 1.2.3 的 证 明 . 


定理 1.2.1 对 任意 的 实数 工 之 3， AMEDA 


z? D 
Σ θίαο(σι = ns το (5) ᾿ 


acc In^ x: 
证 明 ”首先 有 
S Slat) = Y S(n)u(n) 
= $3 M Sinun). 
mS τς ος 


对 内 层 的 和 式 , 由 引 理 1.2.1 可 得 
ΣΟ δ(ω(α)μο!- Y »ἰμ(π)|--0 (αἳ) 


n< nps 


pZ./np 


= ΣῚ sium) «o (23) 


TO 和 7 
Ῥ2ψ/ x 
= E μαι E »εο(οὶ) 
πκν VS 
e πο 


T ; T 
2?m*ln— 2m4 h —— 
nm? g 27 πα” In nmi ne<cnsy Z 2n?m In 
"m 
T 
Τομ ας 
mt lnl r 


o C(2)a2 z? 
ο 9C(4ym^Inz το (πας) 


所 以 , 有 


2)r 1 1 
X Slat) = E. Σ aoli Σ xj 
ο C(2)7? z? 
ΠΡΙ 


2lnz 


πὲ 
注意 到 6(2) = 二, 因此 


2 
Y δ(ω()) = ii πο (ώς). 


nir 


于 是 完成 了 定理 1.2.1 的 证 明 . 
定理 1.2.2 HEERA 0 21d m2, 有 渐 近 公式 
Ems) = ZR 0 (5) 


mlnz 
nsr 


证 明 ”由 引 理 1.2.1, 引 理 1.2.3 和 a (n) 的 定义 显然 有 
am(S(n))= »» pl «ο ΣΡ (Vnln pn 
n&cz nír nír 


p(n)> vn p(n)& /n 
. α"((πι) zm 
mlnz το s. ) 
于 是 完成 了 定理 1.2.2 的 证 明 . 


1.3 素 因 子 最 大 指数 序列 e(n) 的 均值 


B q > 3 是 一 正 整数 ,eo(n) 表示 在 所 有 整除 ”的 素 因 子 中 的 最 大 指数 ， 则 称 
{eg(n)} 为 素 因 子 最 大 指数 序列 . 显然 当 ασ B. get! tn 时 , eln) = πι. 本 节 将 研究 
关于 eQ(n) 的 两 个 均值 性 质 . 

定理 1.3.1 设 g>3 是 一 正 整数 , 则 对 任意 的 实数 了 1, 有 渐 近 公式 
S "ea(m) = στ + O(Inz). 


WA 设 M = [x], 即 不 超过 z 的 最 大 整数 ,5 表示 集合 {1,2,3,… , M}. 把 集 
合 5 按 如 下 方式 分 成 互 不 相交 的 集合 : 
对 每 一 个 整数 m > 0, 令 
A(m) = (n|eg(n) = m,1 € n < M}, 
那么 , Am) 包含 了 S 中 满足 qm, 但 是 q7 [m 的 元 素 . 
如 果 f(m) 表示 Am) 中 元 素 的 个 数 , 则 有 


re []- [5]. 


因此 


oo 


> em - ο en) = ὃ ) mf(m) 


-2e 5] - [9] - 2I] 


于 是 完成 了 定理 1.3.1 的 证 明 . 

在 定理 1.3.1 中 取 q = pipa, 其 中 pi, pa 是 两 个 不 同 的 素数 , 立即 可 得 到 下 面 的 
推论 : 

推论 1.3.1 ”对 任意 的 实数 z > 1， AMEDA 


2») €p po (1ο) = π᾿ O(In z). 


nír 


定理 1.3.2 设 g>3 ROREM, kk 之 2 是 一 整数 , AIRE X, 


> e(n) = 一 一 Bo(bz + O(In**! z), 


NST 
其 中 Ba(k) σα 


Ba(0) = 一 T， 


Ba(k) = στ 天 Bik 1) {δις Άι 


" (. k pert (1). 


证 明 ”考虑 级 数 
më 
Ba(k) = 
很 容易 证 明 当 大 = 0 时 ， 
ce 1 1 
Bs(0) = 3 — = —, 
πω) 2 z 


且 级 数 B i(k) 满足 递 推 式 


14 d fem» «15: 


B, (k) =-= (154 一 1) 十 (2) Bt 9)... 


«(,5,)e «50 11). 
利用 与 证 明定 理 1.3.1 同样 的 方法 , 有 
Σω -- Σ de) = 3 m f(m) 
m=0 


ngr πςΜ 
c [TM Μ 
=} πι 4n] m4-1 
τι] q q 
-Se (κ -gaoh D)e x) 
m-l g q m«lgM m» μμ q 
ng q 


oo oo M|—— 


ee oras 
In MM QA 1 /A /im MA 55 u ΕΝ το ul 
ο E2062 ο 
( ng »- 1 lng u=l q" k u=l q" 


= 1B, (k)z + O(m 9). 
于 是 就 完成 了 定理 1.3.2 的 证 明 . 


14 mf HE y 


在 文献 [1] F, 关于 奇 第 序列 的 定义 是 
定义 1.4.1 ”由 奇数 得 到 一 个 序列 , 但 奇数 不 等 于 任意 两 个 素数 的 差 . 例如 ,7, 13， 
19, 23, 25, 31, 33, 43, 49, 53,... 8 4p 059. 
用 A 表示 所 有 奇 第 数 的 集合 . 在 此 利用 初等 和 解析 的 方法 来 研究 数列 4 的 均值 
性 质 , 及 在 集合 4 中 一 些 常见 序列 的 均值 性 质 . 
引 理 1.4.1 对 任意 的 实数 c 2 1, 有 渐 近 公式 
Dn Z oee), 


nir 
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WEBB ”参阅 文献 [3]. 
在 引 理 中 取 a = 0, 1 有 下 面 的 推论 : 
推论 1.41 对 任意 的 实数 工 >1, 有 
»» 1 -- απ -- Ο(1) 


nir 


Dn= 5 «0() 


Ίσα 


引 理 1.4.2 ”对 任意 给 定 的 实数 z, π(α) 表示 不 超过 r 的 素数 的 个 数 , 有 
τί) = ide eo). 
证 明 ”参阅 文献 [7]. 


引 理 1.4.3 ”对 任意 给 定 的 实数 023, d p 是 一 素数 ,有 


z2 z2 
» Zinz * Imz κος.) 


证 明 ”由 引 理 1.4.2 和 Abel 恒等式 , WA 
»» p-ní(z)r 一 [ z(t)dt 


pir 


23 4 7 Ὁ (3) 
~ 2l1nz  4ln?zr nz/' 
于 是 完成 了 引 理 1.4.3 的 证 明 . 
引 理 1.4.4 EX IE X XE m2, 有 


Σ΄ ἀπ) = zng 4 (25 — 1)z + O(v2). 


nic 
证 明 ”参阅 文献 [3]. 
引 理 1.4.5 ”对 任意 给 定 的 实数 工 > 1, 有 


» ἀπ) = 3mz+ (52 - 5) se Ο(ν ιό ο). 


nir 


14 奇 第 序列 “15. 


证 明 设 s=o + 站 是 一 复数 , h(s) = > dO") 注意 到 有 估计 式 den) < πε, 
因此 当 Re(s) > 1 时 ,h(s) 是 绝对 收敛 的 . 则 由 Euler 乘积 公式 和 d(n) 的 定义 可 得 
ro- > “πη 


p m=0 

d(2™+1 d(2p™) 
-Σ 05 p E 
m=0 p>2 m=0 


p>2m=0 


=2¢?(s) σό 


在 Perron 公式 (参阅 文献 [8]) H, Bb — 1--6,T 2 1, z 2 1, M 


κο (ems), 


b+iT ᾳ3 αὖ 
Σ d(2n) — zl. ΜΟΝ +0| 示 


把 积分 限 移 到 a — 3 + c, 这 样 函数 
κο) 1ο χε} T 

在 s = 1 处 有 一 个 二 阶 极点 , 则 根据 留 数 定理 有 

35420) —Res C^ (s) (2 - x) z 


nir 
a—iT atiT btiT 
b—iT a—iT a+iT 


.. LESE 


Jeo- ην" «7 


.. 
2πὶ 


Cs) (2 - x) 7 ds 


b 
zx 
+O | 元 | 十 


α-- 
ME 
δ-1Τ a+iT 


其 中 
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a+iT 1 z? 1 
| . Qs) (: 一 x) 本 ds « r2 1n? T. 


a—iT 
因此 ， 
Σα. Res 6?(s) (2- x) Z «olz| 


+0 mE 


+0 (οἱ In? T) +0 z 


ποσο (2-3) 1ο] 


14,102 
T 


十 O (ziw?T) 4 O |a 


取 T=3+e, 则 


5 d(2n) = Res C^(s) (2- x) a +0(z ud ΚΟ (ο) In? z) 


nír 


ο. Lo (sie 
=Resç (s) (2 z); +0 (x3 m z). 


Κο) - eo (2-5) 5 
在 。= 1 处 有 一 个 二 阶 极点 , 且 函 数 在 该 点 的 留 数 为 


2 .1)2.3 in2 3 
Βοος (5) (2 了 一 ο ως + 9 "EZ 


可 得 到 函数 


这 样 , 可 得 
5 (ο) = Šone + (5 一 3 z+ O( zn? α). 


πκα 


引 理 1.4.6 ”对 任意 的 正 实数 z, a 是 任 取 的 正 整 数 , 有 
Σ o4p-2- I -Ds O(m a), 


0«ρ-αξα 2x4 P - pt 1 
其 中 & 是 任意 小 的 正 数 . 
证 明 ”参阅 文献 [9]. 


有 了 这 几 个 引 理 便 可 证 明 下 面 几 个 定理 : 
定理 1.4.1 ”对 任意 的 实数 工 > 3, AMEDA 
τὰ 


---ᾱ----Ο 
d 2Inz 4l?z (2). 


[r« 


14 f fm 


证 明 ”事实 上 
Laen- Dp- 
acA τες pic 
223 n- 51 δρ! 2π(α). 
TAE nsa psg 


由 引 理 1.4.1 ~ 引 理 1.4.3, 有 


Da=2 {5 οι) - (600) 


ἄξ.Α 
asc 
4 g2 
Of 
κα EZ + M 
"ES 
mz* In? In? g 
一 22 -ol 


一 有 Alj?z 
于 是 完成 了 定理 1.4.1 的 证 明 . 
定理 1.4.2 ”对 任意 的 实数 7 23, 有 渐 近 公式 


»» d(a) = İsme +Bz+0 (z lo” 3) ; 
acA 
ακα 


Xv B-4y- 12 m2. O, 


证 明 ”由 引 理 1.44 ~ 引 理 1.4.6, ΒΒ 
5 ά(α) - ϱ ) ἀ(2π-- 1) -- M, dp—2) 


CE nic Ῥέα 
asc 
=》 d(n) - Y, d(2n) - Y; d(p - 2) 
τις λα ni psa 
—2z1nz + 2(2y — 1 + In2)z + O(V/z) 
-zlnz+ «(P 一 3) z 4- O(/z1n? z) 
-IKG zd O(rln te zx) 
= T" O(s/z1n? z). 


于 是 完成 了 定理 1.4.2 的 证 明 . 


.17 . 
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定理 1.4.3 EE S XE r2 1, 有 渐 近 公式 
g? gz? 
2."7- to (5). 
ne 


证 明 ”定义 数论 函数 


a(n) = l, n 是 素数 ， 
”| 0， 其 他 . 


并 在 引 理 1.4.2 中 取 


π(α) la - m ΚΟ (σας) 


YE Abel 恒等式 中 取 f(n) = n, 可 得 到 估计 式 


z-4-2 
D p=(g + 2r Ἰπία +2) - 200 - | (t) f’ (£)dt 
2 


pí£z--2 

_ (2-2? (z+ σε EN 
- In(z 2) το (αρ 1) | (3; το (z2;)) at 
u (z+ 2)? (x +2) 
"3m(2) + (553) 

所 以 由 奇 第 序列 的 定义 和 Euler 求 和 公式 , 可 得 


n= V Qn-1)- δ) (p-2) 


acA 2n—1£z p—2xcz 


κ ο... 


4 PET+2 PS&E+2 
_(z+1)(s+3) (z+2)? «o( (z+ 2)? ) 
i 4 21n(z 4- 2) In?(z + 2) 
x? z? z? 
σα σσ ο (ως) i 
于 是 完成 了 定理 1.4.3 的 证 明 . 
定理 1.4.4 对 任意 的 实数 zx 21, 有 渐 近 公式 
5i 二 一 jg - nin 2) ly- σερ το (去; L) , 


acA” 


axe 


其 中 C, DD 为 可 计算 的 常数 . 
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证 明 ”由 Euler 求 和 公式 可 得 


Xi-nseseo(i). (1-1) 
nia f 
由 于 
A 1 
mn EG j < 5*2. (n — 1)?" 
所 以 
1 
D man) 5^ ola). (1-2) 
注意 到 
夺 ; -mnz+c+o[( 忘 L), (1-3) 


ngs 


其 中 C 为 常数 . 则 由 奇 第 序列 的 定义 和 式 (1-1) 3X (1-3), 可 以 推出 
1 1 1 
2 no Σ 2n-1 2, p 


acA 2n-1£z p-2«z 
ax 
1 1 )- 1 
-X (ἑ-πε-η)- E 
acu (去 2n(2n — 1) PoE 2 
1 1 1 1 2 1 
ον xW-y d 
2 ng £i n pi&c42 Ρ nx eii 2n(2n B D 3xpxz-2 p(p - 2) 2) 


1. z 


其 中 也 为 可 计算 的 常数 . 于 是 完成 了 定理 1.4.4 的 证 明 . 


1.5 SCBF(n) 函数 的 均值 


在 文献 [1] 中 , Smarandache 教授 给 出 了 如 下 定义 : 

定义 1.5.1 ”对 于 一 个 正 整数 mw 当 它 的 所 有 因子 之 乘积 不 超过 它 本 身 ， 则 称 册 
为 简单 数 . 例如 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, --- 

用 4 表示 所 有 简单 数 之 集合 . 

定义 1.5.2 iK SCBFE(n) 定义 为 介 于 正 整 数 n 的 最 大 和 最 小 素 因 数 之 间 的 合 
数 之 和 . 
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例如 : SCBF(14) = 10, 这 是 因为 14 的 最 小 素 因子 为 2, EAE TX T, 而 在 2 
和 7 之 间 的 合 数 为 4 和 6 且 4 十 6 二 10. 

Fars 研究 了 关于 函数 SCBF(n) 的 一 些 算术 性 质 (参阅 文献 Πο), 证 明了 函数 
SCBF(n) 不 是 可 乘 函 数 , 例如 , SGBF(14 x 15) = 10, 但 SCBF(14) x SCBF(15) = 40. 
他 还 证 明了 对 于 i j 为 正 整 数 , 则 SCBF(23 x 57) = 4, SGBF(2i x 77) = 10. 在 本 节 中 ， 
主要 利用 初等 方法 来 研究 函数 SCBF(m) 在 集合 4 下 的 均值 性 质 . 

引 理 1.5.1 对 任意 的 素数 p REYR k, 有 渐 近 公式 


SCBF(p^) = 0. 


证 明 ”参阅 文献 [10]. 

引 理 1.62 iEn € A, WA mn —p, n — p?, n — p?, n= pq 这 四 种 情况 , 其 中 p, 
q 是 不 同 的 素数 . 

证 明 — WE ”是 一 整数 , pa(n) 是 ”的 所 有 正 因子 的 乘积 , 即 ρα(τ) = 1] 4. g) 


adln 


是 n 的 所 有 正 真 因子 的 乘积 , 即 gz(n) = [ [ d, WH palin) 的 定义 可 知 


dln 
d«n 
palin) = [[47 IIS T 
din d|n 
因此 
- [I4 x II -]]η- nd 
ἄμτν din 4 din 
pa(n) =n"? 
和 
lI: 
ga(n) — II = a9) 
| ps 
Hifi AGE X, n7 7 1n, 因此 
d(n) « 4, 


这 个 不 等 式 成 立 当 且 仅 当 交 = p RE n — p? RE np 或 者 n= pg, 于 是 完成 了 引 
ΞΕ 1.5.2 的 证 明 . 
引 理 1.5.8 ”对 任意 两 个 不 同 的 素数 D 和 gqtp < gq), 有 浙 近 公式 


1 p? 1 g 
SCBF (pq) = Σι m) 2 ς uz) «os . 
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WEM] ”由 SCBF(n) 的 定义 , 有 
SCBF (pq) = ΣΡ n— ΣΡ dis 


p«n«q p«qi«q 


其 中 σι 是 素数 . 
利用 Abel 恒等式 和 渐 近 公式 


» πα 一 


nír 


=), 


SCBF (pq) = 5 n— »» αι 


p«n«q p«xqi«q 


Y n- J a 


p«n&q—-1 p«qiXq-1 


-Σ»-Σ»- X a 


πηκα- τις» p«qi&q—-1 


一 112 - 192 
-07D _ P- οι) --α- Όπ - 1) 


于 是 完成 了 引 理 1.5.3 的 证 明 . 
引 理 1.5.4 * MEX SX r1, 8A 


2, SOBF(x) = "n" z? 3l 


其 中 p,q 是 两 个 不 同 的 素数 , C = 5Σ» 是 一 常数 . 
证 明 由 SCBF(n) 的 定义 和 引 理 1.5.1, 引 理 1.5.3, 有 
Σ΄ SCBF(pg)=2 Y SCBF(p)- V. SCBF(p?) 


pass Pg&z,p«q pcr 
一 2 ΣΡ »» SCBF (pq) 
Ρένα Ρας 


2 2 2 

2 q 2 p q 
=) > -= -p+ — Εοί-σ-]]. 
(: Ing ” "inp (ο) 


Ρένα Ρας 
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注意 到 渐 近 式 πίω) = 这: +O (5), 应 用 Abel 恒等式 , 可 得 


Y -r (2) S vow - 2 roa 


. z3 p Ν ( x3 

- Z 24h» a ο 
3pln- 3Inp p? In? — 
db p 


P TT ΤΑ (5) j (G) - A(p)f (p) - li A(t) f’ (t)dt 


P 


z 
P 


Dp p? p z3 
= 一 ---------- 一 ——— 十 O — ] 
3p? In? 5 3ln2p  9ln?p p? ln? 


其 中 4 (5) -Σ 4f) - d. 


p<q<¥ 


由 文献 [3] 可 知 
Σ; -nns+D+0 (去 ) 


pEz 


D 为 可 计算 的 常数 ， 


应 用 同样 的 方法 , 则 有 


p 2x z 
Y b-t 
e "is t ors) 
Ρένα P ng ln 
和 3 
p T T 
=— = —— +0 —— 
Σ Inp  In?z (5) 
ρς 
注意 到 ; 
1 - Inp , in"p In" p 
hp Της: m? tart 
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便 有 以 下 两 个 渐 近 公式 : 
p? z? 
Y Y «-Σ (wu τρ ο (s) 


PXVTPCXq&z 
M 1 Inp | In^p ) 1 p 
Ey (emer +: 32. mp 
PEVT 


Ρένας 
αὖ 1 Inp In? 
+0 |- 2, ( 23) 
E z £P Inz πας 
αὖ zr? 
= o(-£— 
Cinz * (sz) 
和 
2 3 3 3 z3 
2 5 C EN 
2 » ma 2T 2 91 3 3 37 
papé ο Sp 9mp (pmi 
3 1 n? 
3ln? z < P lng In? z 
1 p 1 p? φῦ 
73 τσ 7g 一 一 十 O 一 ~ 
3 In2p PEPES 
PEVT PET PSV p 
αὖ 
-- o. ;j 
因此 ， 
23^ Y^ SCBF(w) 
px yz PXa& 5 
2 2 
g? 23 P q 
-5 X ν ΠΠ) 
in 
pXV/z p«a& 2 Ing p ln 4 
οὐ 2 
一 -Σ ing 2, » 1 
ρένεντα n pP&vz PXa& p Ρένα p<ags 


DE 2 »» nof 3 Σ η) 


Ka uoo z 


z? T? 
-Cuz 十 O (a) . 


于 是 完成 了 引 理 1.5.4 的 证 明 
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定理 1.5.1 3E 65 3E 4C 0 2 1, 有 渐 近 公式 


᾽ zre αἃ 
J SCBF(n) = C — +0 (5) ; 
Inz In^z 
nic 
nc.A 


X* Coil Ae 
. p 
WEBB ”由 简单 数 的 定义 和 引 理 1.5.2, 则 


y SCBF(n) 
n&r 
nEA 
53 6ΟΒΕ(π) - 》 SCBF(n)+ 》 SCBF(n)+ X` SCBF(n). 
PSE pse pz pasi 


利用 引 理 1.5.1 和 引 理 1.5.4, 便 可 得 到 
》 SCBF(n) = V7 SCBF(n) = cz +0 (6 zi ) 


"o pake I? gz 
nEA 


于 是 完成 了 定理 1.5.1 的 证 明 . 


1.6 数论 函数 FK(n) 的 均值 


首先 给 出 几 个 函数 的 定义 

定义 1.6.1 ”对 任意 的 正 整数 m; IS(n) 为 不 超过 nn 的 最 大 平方 数 . 例如 ,IS(1) = 
IS(2) = 1, IS(3) = 1, IS(4) = 2, IS(5) — 2, IS(6) = 2, --- 

现在 对 实数 r, 研究 函数 > — IS(n), 即 实数 α 的 平方 分 数 部 分 . 关于 这 一 问题 的 
研究 是 非常 有 意义 的 , 它 可 以 帮助 我 们 了 解 平方 分 数 部 分 函数 分 布 的 规律 性 . 

定义 1.6.2 ”对 任意 的 正 整 数 n, IK(n) ARRAT τι 的 最 大 上 次 加 .而 FK(n) = 
n — IK(n). 

本 节 讨论 函数 FK(n) 的 均值 分 布 性 质 . 

引 理 1.6.1 “对 任意 的 实数 和 21 和 aw 关 0, 有 


证 明 ”参阅 文献 [3]. 
应 用 引 理 1.6.1 可 证 明 如 下 定理 ， 
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定理 1.6.1 ”对 任意 的 实 教工 之 1， 5 渐 近 公式 


2, κατ Im im^ το (σεν). 


证 明 ”事实 上 , 对 任意 的 实数 z > 1, 显然 存在 唯一 的 正 整数 M, 满足 不 等 式 
M* « z « (M 4 1)*. (1-4) 


于 是 有 


M-1 
5 Εκ) -». Y ών D m-a) 


τιςα t=1 tk&n«c(t-1)* Μκςηςα 


M-1 
=2 M vol Συ 
251 ΟΚ εις (111) --ἐκ Ocuxz—M* 


M-1 


一 D (et oc) + O(M?*-?) 


t=1 


k? 


^30k— pM ! E O(M?*- 2), (1-5) 


由 式 (1-4) 可 得 
z— M* « (M 1) — M* < M*-! «st, 
即 有 
Μα — 5" o (s^) (1-6) 


和 


2k-2 


M? ux. (1-7) 
结合 式 (1-4) x (1-7) 可 得 


2, FK(n) = m ij r 1Ο (==) . 
于 是 完成 了 定理 1.6.1 的 证 明 . 
显然 , 在 定理 中 分 别 取 k= 2,3,4, 不 难 有 以 下 几 个 推论 : 
推论 1.6.1 对 任意 的 实数 z > 1, 有 渐 近 公式 


5 (απ — IS(n)) = Zs 4- O(z). 


nir 
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推论 1.6.2 i IC(n) 表示 不 超过 n 的 最 大 立方 数 , 则 对 任意 的 实数 2 > 1, 有 
渐 近 公式 9 
Pn- ICi) = 5r? +0 (οἳ) 


nic 
推论 1.6.8 H IF(n) 表示 不 超过 nn 的 最 大 四 次 方 数 , 则 对 任意 的 实数 21, 有 
渐 近 公式 
yw — IF(n)) = Sat +0 (zł). 


1.7 Smarandache 双 阶 乘 函数 及 其 加 法 类 似 函 数 的 均值 


Smarandache 双 阶 乘 函数 及 其 类 似 函 数 的 定义 如 下 : 
定义 1.7.1 “对 任意 的 正 整 数 n, Smarandache ARAK Sdf(n) 定义 为 最 小 
HERK m 使 得 nlmll, 其 中 


2-4-.-m, η, 
m! = 
1-3. m, 24m. 


在 文献 [11] F, Sandor 教授 定义 了 Smarandache 双 阶 乘 函 数 的 类 似 函 数 . 
定义 1.7.2 ”对 任意 的 实数 αι, Smarandache 双 阶 冬 函 数 的 类 似 函 数 定义 为 


Sdfi(2z) = min(2m € N : 2z « (2πι)!1}, 
Sdfi(2z + 1) = min{f2m 4- 1 € N : (2z + 1) < (2m 4 1)!!]. 


TAH ze ((m — 2), m!f](m z 2), Sdfi(n) 2 m. 

本 节 主 要 利用 初等 方法 研究 关于 Smarandache 双 阶 乘 函 数 及 其 类 似 函 数 的 一 些 
均值 性 质 . 

引 理 1.7.1 de &21[n Β. πρ py c py^ 是 nn 的 标准 素 因 数 分 解 式 , 有 


Sdf(n) = max(Sdf (pr ), Sdf (p2?), --- ,Sdf (pz). 
证 明 W mi — Sdf(p?),i— 1,2, ,k. ΠΙΚΡΗ 21m;(i— 1,2, , κ) 和 
plimi)! i—1,2,--,k. 
再 设 m = max(mi, ms, --- ma), 则 


(malin, £—1,2,---.k, 
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因此 有 
pmll, ἐ-1,3,... ,k. 
注意 到 p1,po,… ,pk 是 不 同 的 奇 素数 , ΠΗ͂ (pí.p;5) — 1(1&i «Jj « k) 因此 
nmt, BI 
Sdf(n) m. 
另 一 方面 , 由 πι 的 定义 , WR Sd f(n) < m, WEE n ΚΤΕΟ p7 (1 < 
{κ 满足 
25! |Sd f (n)!l, 
这 样 就 有 n|Sd/ (n), 于 是 出 现 了 矛盾 . 所 以 Sdf(n) = 
BIE 1.7.2 EXA n(21 mn), iE n — p? pg? pu^ 是 n 的 标准 素 因数 分 解 式 ， 
P(n) 一 max {pi}. 如 果 存 在 P(n) 满足 Pln) > Vn, 有 


l«ixk 
Sdf(n) = P(n). 

WEB] ”首先 令 Sdf(n) = m, 则 m 是 满足 nm! 的 最 小 正 整数 . 现在 证 明 πι = 
Pin). 假定 P(n) = po, 由 P(n) 的 定义 和 引 理 1.7.1, Sdf(n) = max(po, (2o; — 1)pi). 
因此 有 

(1) 如果 αι — 1, Jl] Sdf(n) = po 2 n? 2 (2o; — 1)p:; 

(2) 如 果 o; 2 2, Π Sdf(n) 一 po > 2n* Inn > (2o; — Ί)ρι. 

结合 (1), (2), 很 容易 有 

Sdf(n) = P(n). 
定理 1.7.1 对 任意 的 实数 x 之 2, 有 渐 近 公式 
z? z? 
>, Sdftn) = mgt (5) 


nic 


证 明 ”首先 , 将 定理 中 的 和 式 分 成 两 部 分 , BI 
》 Sdfl(n)= 》 Sdf(2u+1)+ > Sdf(2u). 


n us "xi 
A= {2u + 1|2u +1 € z, P(2u 4-1) € V2u + 1}, 


B = {2u + 112u + 1 € z, P(2u + 1) > vV2u +1}. 


-28- 58 17 ”数论 函数 的 均值 估计 


由 Euler 求 和 公式 可 得 
V^ SdfQutl) « YO V2udilhnQu41)«ai?, 
2υΓ1Ε.Α 2u41&& 


MPRE, 由 Abel 恒等式 也 可 得 到 
XO SdfQu-1) 


2utiesB 


-- Z P(2u 4-1) 
νεα 
P(2u4-1)» /2u4-1 


-E X {ΣΣ X vi) 


2l & V/z νο) ETEpS qt 


一 D (as (zi) — (21 + 1)n (21 +1) — Pi rd 


1&241K VE 


+0 (οἳ In z) : 


z T : z^ 


1«2Hd&V/9 


1 z? 1 (204-1? 1 g? \ 
= 2, 2 2]p 7 21n(2 +1) ὑπ 
ακοή Ίκνα \“ (2ἱ 1) In (21 + 1)2 1η 


211-51 
2 9 2 
10 QUE D χο zo —- QU 1) 
In"(21 4- 1) (2L 1)? In? Τῇ In*(21 4- 1) 


所 以 


x? x? 


Y 1 (21 十 QF) ο 


1«2Li ez (2l 十 1)2 In 2l 21 二 


1 
2 z? In(21 + 1) 
PEN sni 
, Qi 1)? Ina "n ας (20-1? i? z 
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结合 上 面 的 结果 不 难得 出 
rz? z? 
Σ᾽ Sdf(2u+1) = Tio) 


ux 2; 

对 于 第 二 部 分 , 注意 到 2u = 2n (QE o, πι 是 正 整 数 且 21m), WE S(2u) = min(m: 
2u|m!), 由 Sdf(2u) 的 定义 , 则 

Σ΄ Sdf(2u)= M, Sdf(2°n) < M? vz« Vilnz, 


2uxr 29nixzc ας lag 
20»n1 


Y. Sdf(2u) - 2 Y^ Su) +O(VEInz) = —"Ó (3). 


δικα 2uxr 


所 以 有 
τὰ 
Σ safQu) στο 5). 


us 


结合 第 一 和 第 一 部 分 的 结果 即 可 得 渐 近 公式 


Tn? a? z? 
2 Saf (n) = zizt? G) . 
于 是 完成 了 定理 1.7.1 的 证 明 . 
引 理 1.7.5 ”对 任意 的 正 整数 mm fe n 满足 (m 一 2)!ll <n gmll, 则 有 渐 近 公式 
2lnn (In n)(InInIn n) 
Ininn ( (InIn n)? ) 


证 明 ”分 两 种 情形 进行 讨论 . 
(1) 如 果 m = 2u, W (2u — 9) <n < (2w)l. 对 不 等 式 两 边 同时 取 对 数 ， 
u-—1 


(u —1)1n2-- 3 Ini « inn « uln2+ Y lai. 


---1 i=1 


m = 


由 Euler 求 和 公式 可 得 
Yi - | ee [e — [d nty'dt = uInu — u + O(In v) 
u—1l 


5 hni= 一 Y nisO(nu) = = ulnu — u + O(ln u). 


i=1 i=1 
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结合 上 述 三 式 , 便 有 
Inn = ulnu + (In2 — 1)u + O(ln u). 
因此 


inn 
“= nur m21 00) 
对 上 式 连续 取 两 次 对 数 , 有 


In y = Inin n + O(lnln u) 


InInu = O(InInIn n). 


从 而 


| mnn (Ia n)(InInIn n) 
- Ininn ( (InIn n)? ) i 

(2) 如 果 m = 2u +1, Jl] (2u — 1)! <n < (2u --1)1. 对 不 等 式 两 边 同 时 取 对 数 ， 
便 有 


u 


2u u 2u+1 u 
Smi- (ans) «Inn «€ ο Ds). (1-8) 
i-i i=1 


i=1 i=1 


由 Euler 求 和 公式 可 得 


» j— “ntdt "u t])(In £)'dt 
ο ές +| e- tx ) 


=2ulnu + 2(In2 — 1)u + O(In u) (1-9) 


2u4-1 
Y Ini-2ulnu -- 2(In2 — 1)u + O(Inv). 


i=1 
结合 式 (1-8). XX (1-9), BA 


Inn = ulnu + (In2 — 1)u + O(In u). 


于 是 


_ hnn (In n)(InInIn n) 
“= inin ( (Inna)? ) 
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结合 情形 (1), (2) 可 得 到 
| 2Inn (Inn)(In Inlnn) 
7 —n ο ( (ninn)? ) ' 
于 是 完成 了 引 理 1.7.3 的 证 明 . 
定理 1.7.2 ”对 任意 的 实数 了 2 2, AMLAR 


_ 2zlnz z(In z)(InInIn z) 
2 Safi(n) -. lning ( (ln ln z)? ) 


证 明 ”由 Sdfi(n) 的 定义 和 引 理 1.7.3, 则 对 在 意 的 实数 z > 2 有 
2 Sdhm=- $ m 


ικα nic 
(m—2)! «nm! 


eese) 


u Inn z(In z)(InInIn z) 
=2》 -一 一 +O . ) 


由 Euler 求 和 公式 可 得 
Inn [5 Int z lnt V lng 
πα, et] -= E) (ντ) dt + nms” 四 ) 
slung 2 
T ios *Ominz) 


2xlnz z(In z)(InInIn z) 


nic 


于 是 完成 了 定理 1.7.2 的 证 明 . 


1.8 Smarandache 三 阶乘 函数 的 均值 


文献 [12] 介绍 了 Smarandache 三 阶乘 函数 的 定义 , 即 

定义 1.8.1 ”对 任意 的 正 整数 m, Smarandache — Br s κει δὲ d3y(n) 定义 为 最 小 的 
正 整 数 满足 nld3s(n)1ll. 

关于 这 个 函数 的 研究 是 比较 重要 的 , 因为 它 可 以 帮助 计算 Smarandache 函数 . 

定义 1.8.2  Mangoldt 函数 A(n) 定义 为 


_] np, n—y?,p 是 一 素数 , o 是 任意 的 正 整 数 ， 
A(n) -- 0 其 他 


τις 


所 以 
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本 节 的 主要 内 容 是 讨论 Smarandache 三 阶乘 函数 与 其 他 一 些 数 论 函数 的 混合 均 
值 性 质 . 
引 理 1.8.1 对 任意 的 正 整 数 a, wX p 2 3a 一 2, 有 
d3; (p^) = (3a — 2)p. 
证 明 ”由 于 
((3a — 2))! = (3a — 2)p--- (3a — 3)ρ---ρ, 
所 以 p*|((3a—2))!I. 又 如 果 p > 3a—2, ΙΙ] (3a 一 2)p 就 是 最 小 的 正 整 数 使 得 ((3a—2))!1 
是 p^ 的 倍数 . 因此 d3; (p°) = (3a — 2)p. 
定理 1.8.1 eX oz > 2， 则 对 任意 的 正 整 数 k, 有 渐 近 公式 
e(l SS m οί 27. 
ΣΑ) =e E 2» 3 ΠΙ 


其 中 
Inp, n 是 素数 P, 
amoda 其 他 ， 
as (m 一 1, 2, ttt ,无 一 1) 是 可 计算 的 常数 . 
WEB] ”定义 数论 函数 


对 任意 的 正 整数 有 
z KG πι z 
2 aln) =le) = ως (E s) +o (az). 


TEE 


由 Abel 恒等式 得 
5 4i(n)d3r(m) 


ngg 


一 》 php= 5 a(n)n]nn 


pic τες 


—m(x)-zInz — Γ v (£)(In £ + 1)d£ 
2 


k-1 2 
=z? m Z 
=g ο» m j +0 (τς) 
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[ "ES Su m! NE m (fnt) 
i ui 十 In" t tint -- In^ t In**!; 


1 Ela E 
=g? ς t rj 十 O (τς) ， 
定理 1.8.2 de oz 22, 则 对 任意 的 正 整 数 I, 


2, Aman) =7 (i "Yum JE ΠΣ 


WEB] — Hi d3,(n) 的 定义 , 对 任意 的 素数 p, 显然 有 d3y(p*) < (3a 一 1)». 由 引 理 
1.8.1, 则 有 


35 4(d3;(n) = M7 Ιαρ|(ϑα —2)p]-- M7 Inp|d3;(p?) — (3o — 2γρ]. 


ngr ρόκα p*&z 


ρ«δα--2 
注意 到 
> (8o - 2)pInp- Y^ pInp 
pT ρζα 
=) » plnp(2a — 1)— Σ᾽ ρῖαρ 
age p* sz 


* in ETE 


"d 2; pinp(ia - 2) 


1 
ας πρ pxzá « 


2 工 3 
« 1 απα]ηφα « rln"z 
2X«o«12 


ΣΟ Inp[d3; (p?) — (3o — 2)ρ] 
pta 2 


« »» Z aplnp 


ax iri p<3a—2 


« 》 βα--2)θα]π(ϑα -- 2) « In? z. 


inz 
ας τα 
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因此 


YAn) jd3j(n) 2x “ο. Dx 


ngg 


于 是 完成 了 定理 1.8.2 的 证 明 . 


1.9 ”人 贸 序 列 的 均值 


定义 1.9.1 Hn ἈΦ“ Εκ, de SLE ΤΙΚ ΚΕ n 的 各 位 数字 后 ， 
所 得 新 数 (包括 n 本 身 ) 能 被 5 整除 , kon AA 5 倍数 . 例如 ,51, 52, 53, 54, 56, 57, 
58, 59, 101, 102, 103, 104, .… 都 是 伪 5 倍数 . 

同样 可 以 定义 伪 偶 数 和 伪 奇 数 , 在 本 节 中 , 用 初等 方法 来 给 出 关于 伪 序 列 的 一 些 

定义 1.9.2 ”定义 A(n) 为 一 个 伪 数 字 的 各 位 数 之 和 , Rp 3m 一 ak10&Hak 410571. 
二 a110 + αρ Hj, 


k 
= J „aie 
i—Üü 


Hi A, B, C 分 别 表 示 伪 5 倍数 、 伪 偶数 、 伪 奇数 的 集合 . 
引 理 1.9.1 对 任意 的 实数 m 2 1, 有 渐 近 公式 


»» A" (n) = O (z(In z)"). 
nir 
证 明 ”参阅 文献 [1]. 
引 理 1.9.2 ”对 任意 的 实数 了 宕 1, 4 A 表示 集合 A 的 补 集 , 有 渐 近 公式 


z(Inaz)"* 
PLA = o(s 2 
nEA (1) 
证 明 ”由 集合 A 的 定义 , 已 知 集合 A 中 的 每 个 数 的 十 进 制 的 各 位 数 为 1, 2, 3, 
4, 6, 7, 8, 9. 因此, 在 4 中 就 有 8m 个 m 位 数 . 所 以 , 对 任何 正 整数 n, 存在 一 个 k, 
使 得 1057! < zx < 10*, 则 
k: 

Yams MD Aa 

τς t=1 10ὲ-1 «z«10t 

REA nEA " 
注意 到 

ΣΥ) AT(n) < (9t) x δή, 


105-1z«10* 
neA 


1.9， 伪 序列 的 均值 .35. 


所 以 
k : k 
A" (n) < V "(9t)" x 8' < 97 x k" x gk, 
t—1l 10t—1«z«10* t=1 
n€A 


HF k<ling+1<k+1, 所 以 


Y. A™(n) = O ({πα}"' x 8^7) = o (se) 


bool 5 ina 
neA (2) 
利用 同样 的 方法 , 可 得 到 
引 理 1.9.3 ”对 任意 的 实数 Zz 之 1, 令 巨 表示 集合 B d Μακ, 
mí nz)" 
Dare =o (G) 
πΕΒ 
引 理 1.9.4. 对 任意 的 实数 m 21, 4 C 表示 集合 C 的 补 集 , 则 有 渐 近 公式 
Lan = 0 (2R), 


ngg 
nec 


定理 1.9.1 PEE AS Cz 21, 有 渐 近 公式 
9 m 
A"(n)2z|rIlnz] -cO(z(nz)"*). 
NEA 
证 明 ”由 伪 5 倍数 的 定义 和 引 理 1.9.1, 31% 1.9.2, 有 
E A7(2) - Y. A" (n) - Y5 A" (1) 


LE Lr Lr: 
ncA neAd 


=z (3 mz) +0 (z(Inz)"-1) -0 ς (Iz) ) 


sms 
PE) OY 
ο 
F 
Β 


=g G ma) 4 O (z(Inz)'^71).. 


于 是 完成 了 定理 1.9.1 的 证 明 . 
利用 同样 的 方法 可 得 到 下 面 两 个 定理 : 
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定理 1.9.2 ”对 任意 的 实数 x 之 1,， 有 渐 近 公式 
» A" (n) — x G ns) t O (z(a z)™t). 


ncB 
定理 1.9.3 对 任意 的 实数 >l, 有 渐 近 公式 
和 Ξα G mz) +O (z(In z)^71). 
ncc 


1.10 Smarandache 类 似 函 数 的 均值 
在 文献 [11] "P, Sandor 定义 了 Smarandache 类 似 函 数 . 
定义 1.10.1  3]4£ X 89 XE σ᾽», Smarandache 类 似 函 数 为 
οι(ϱ) = min{m € N : z & πι]. 

显然 这 个 函数 是 定义 在 实数 的 子 集 上 的 . 而 且 对 m 2 2, 24 ze [(m — 1)! πι] ΒΗ, 
Si(z) = m (对 m = 1 没有 定义 , 因为 0! = 1! = 1), 所 以 这 个 函数 是 定义 在 zx > 1 
上 的 . 

引 理 1.10.1 “对 任意 的 正 整数 mm fe n, do X (m 1)! «n & ml 有 


_ mnn 
^ Ππῖπῃ 


证 明 ”对 不 等 式 (m— 1)! «n <m 两 边 取 对 数 


m-—1 m 
oni «Inn tx uni. 
i=1 i=l 


+ O(1). 


πι 


应 用 Euler 求 和 公式 , 则 有 


Ya ΠΝ [ε]) (1n £)'dt 
i=1 1 


=mlnm — m + O(In m) 


m-—1 
ΣΡ ini 2 mlam — m + O(In m), 
i=1 
由 此 得 
Inn = mnm — m 4- O(In m). 
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从 而 
_ ln 
^" 1nnm- 1 


t O(1). 


同样 对 上 式 两 边 取 对 数 , 则 
lnm = Ininn + O(InIn m) 


和 
InIn m = O(InInInn). 
因此 In 
n 


m= πη + O(1). 


于 是 完成 了 引 理 1.10.1 的 证 明 . 
定理 1.10.1 “对 任意 的 实数 工 > 2, 有 渐 近 公式 


Σ΄ δια) = amr - 4+ O(z). 


nic 


证 明 ”对 任意 的 实数 x > 2, 由 Si(n) 的 定义 和 引 理 1.10.1, 有 


5 οι (7) = ΣΡ m 
nír Lr 
(m—1)! «nm! 
Inn 
=) (ies +00) 
nsr 
lnn 
-2 mia τοί). 
ngr 
由 Euler 求 和 公式 
lnn z lnt mz 
s minn -f nid [e =i) (25) d+ ma RD 
zlDnz z 
^ ]nlnz το (iz) ' 
因此 d 


z+ Οία). 


Σ΄ 8ι(α) = 


nir 


于 是 完成 了 定理 1.10.1 的 证 明 . 


111 包含 Smarandache 函数 的 混合 均值 


著名 的 Smarandache 函数 S(n), 对 任意 正 整数 n, WE n = pr p2? -p An 
的 标准 素 因数 分 解 式 , 则 有 
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S(n) = max (5(p;*))- 


当然 也 不 难 推断 , 对 于 素数 p Ἢ Sip) = p, FEHR n — 4 M n = p ΔΗ͂ Θ(π) « n. W 
此 下 列 关系 式 显 而 易 见 


n—2 
另外 , 定义 函数 Lin) 为 不 大 于 ”的 所 有 正 整 数 的 最 小 公 倍 数 , 即 
L(n) = [1, 2, ---, n]. 


这 部 分 内 容 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 复合 函数 5(L(n)) 的 均值 性 质 , 即 
定理 1.11.1 HEEK r1 有 渐 近 公式 
Z sUn) - 52 +0 (z+e), 
其 中 =E 表示 任意 给 定 的 正 数 . 
为 了 完成 定理 的 证 明 , 需要 Heath-Brown 的 一 个 著名 结果 (参阅 文献 [13]), 即 
5 dn? « αἴξτε, 
Pnt 
其 中 = 表示 任意 给 定 的 正 数 . 
下 面 将 完成 定理 的 证 明 . ὮΣ php -p 为 L(n) 的 标准 素 因 数 分 解 式 , 考虑 
到 当 Yn < p; <n Bl, βι-- B(pi) — 1. 所 以 有 


L(n) —[1, 2,:.- , n] = p; P pa P .. p PP) 
pXn yn€p&n 


由 于 p, 00 < n, 且 对 较 大 的 n, 注意 到 了 < pain) «πι, 所 以 当 Blpi) > 2 时 由 函 
数 5(n) 的 定义 及 性 质 有 5 (οἱ) < (pipi < Olp) vn < vinn < pan, 因此 结合 
ER, 当 n 较 大 时 函数 5(L(n)) 满足 


S(L(n)) = max {8{ρι6:), ϑ(ρο95),-.., ϑ(μοθ}} = Pren) 


从 而 
2 Sl) = > prn) + O() 
ng nic 
= ΣΡ Panj 十 ΣΡ Όπ(η) 十 … 十 5 Parin) 十 O(1) 
pi&n«pa PaSü«ps Dz(z) &n«z 


=pı(p2 一 Di) 十 Da(Ds — pa) +--> + Pa(a) (€ — Pr) + O(1) 


112 次 寡 部 分 剩余 函数 的 均值 .39. 


1 
EN 2 1%2 lp — p)? 4lp?-—1l 
= jm — 一 p1) 十 + φρο jp" ; (ps p) 十 jp» jp» 
1 
coge uA - gra + OQ) 


= 了 2 - D (pnt+1 一 — pa)? τοι). 


2 aa <z 


结合 引 理 1.11.1 RERE 
Σ΄ δ(1(π)) = ia +0 (i8) 


nix 


于 是 完成 了 定理 1.11.1 的 证 明 . 


1.12 k 次 窜 部 分 剩余 函数 的 均值 


对 于 任意 正 款 数 n, κ KEZEM b(n) 定义 为 能 够 使 得 nb. (n) 成 为 完全 KE 
数 的 最 小 正 整 数 . RUF k KETEM, 徐 哲 峰 在 文献 [14] 定义 了 可 加 的 KEE 
全 数 aln) 为 能 够 使 得 ”+ ak(n) 为 完全 上 次 究 数 的 最 小 非 负 整 数 . 作为 文献 [14] 的 
一 般 情况 , 有 

定义 1.12.1 k ER QU ΑΕΙ fen) 为 能 够 使 得 nn 一 fi(n) ARE kk AH 
最 小 非 负 整数 . 例如 , 如 果 天 一 2, 有 平方 剩余 序列 {fo(n)}: 0, 1, 2, 0, 1, 2, 3, 4, 0, 1, 
2, 3, 4, 5, 6, 0, 1, 2, 

间 时 , 设 p 为 素数 ， esln) E 1.3 节 中 定义 . 本 节 运 用 初等 的 方法 研究 函数 一 一 一 


和 ep( 大 (m)) 的 均值 性 质 . 
首先 给 出 几 个 简单 的 引 理 并 作证 明 . 
引 理 1.12.1 对 任意 实数 Zz 之 1, 有 


Fr 


2 ep(n) = σπα + O(In? z). 
证 明 ”参阅 文献 [15]. 
引 理 1.12.2  i& h(n) 为 非 负 的 算术 函数 且 Πίο) = 0. 那么 , 对 任意 实数 z > 1, 
有 M—1 
ες +o( Y κο), 


nsr t=1 n<g(t) n&g(M) 


其 中 g(t) = Y (je 1ο M= [σὲ]. 


i=1 
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证 明 ”对 任意 实数 z > 1, M 为 给 定 的 正 整数 使 得 
M* « z « (M 4 1*. 


注意 到 如 果 n 取 遍 区 间 t, (ἐ- 1-15) 的 整数 , 那么 f (n) BOR [0, (ἐ1- 1)* — tt) 的 所 有 
整数 , 于 是 


M— 
$^ Q)- MI MD Μπ) MI hfn) 


n&z t=1 th£n«(t41)* M*&n&z 
Μ--1 
=X M Μας M) Μπ) 
ἐ--1 ngg(t) O£€n«z—Mk 


-Σ ΣΣ κω «οἱ ΣΡ κο) 


Οςπς(Μ.ΓΙ)Κ-- ΜΑ 

M-1 

一 »» nn +o( > κο) 
t=1 n«g(t) n&g(M) 


于 是 完成 了 引 理 1.12.2 的 证 明 . 
引 理 1.12.3 ”对 任意 实数 工 > 1 有 


半 -neeyeo(i). 
n z 


ngr 


证 明 参阅 文献 [3]. 
5| 1.12.4 “对 任意 实数 了 > 3， 


2f) = zu g * +o (at). 


证 明 dWEh(n)-n, M= [et], 那么 由 引 理 1.12.2 和 Euler 求 和 公式 , 有 


Y AG-Y »» ««o( D n) 


ngz t—1 n&g(t) n&g(M) 
[οἰ] —1 
-3 > ke? +O(z2E) 


t=1 


一 cy +0 (2-2) . 


于 是 完成 了 引 理 1.12.4 的 证 明 . 
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定理 1.12.1 ”对 任意 实数 r23, 有 渐 近 公式 


k 
nic 


WR B h(n) =n, M = [si], 那么 由 引 理 1.12.2 和 引 理 1.12.3 可 以 得 到 
Μ-ι 


1 1 1 
2A 2: Σ zu > zu) 


t-1 n«g(t) n&g(M) 


2» (mae) ln ( +O (G )) +y+0 (0) + O(Inz) 


=(k — 1) In((M — 1)!)+ (Ink 4- )(M — 1) + O(Inz) 


-&-v (] 5 B] -1) - 4] -2) 


nk +7) ([z*] - 1) + 002) 


-1 
τε z*Inz-(Inz-F- y — k - 1)z* 4- O(Inz). 


于 是 完成 了 定理 1.12.1 的 证 明 . 
定理 1.12.2 ”对 任意 实数 z > 3, 有 渐 近 公式 
》 ερ(/κ(π)) = 


στα χο (t) . 
ηκα 了 一 


证 明 ”注意 到 e(n) 的 定义 , 由 引 理 1.12.1 和 引 理 1.12.4 有 


M 
$oe0k0)-93 ΣΣ; efn 》 elfin) 


nsr t=1 (t-1)*Xn«t* M*£n«z 
M (t4-1)* - εξ 
- X οίνος Σ ed) 
-1 j=0 M*£n«(M-1)* 
Μι 
p (Γη ((& 4- 1)* — t) - O {π}(( -- 1)* — &)) 


«o( 5 ejm) 
Ocn«(M--1)k ME 


.. -1) + O(n? (eM* — san 
= (M e — 1) ota -1) «o (882) 


- -mt +0 (zw 1). 
卫 一 


W M= [ο], 易 得 


Y eln) = 2*0 (ze). 


NCL 


于 是 完成 了 定理 1.12.2 的 证 明 . 
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HARAR FIN — N, 车 对 任意 的 ab ΕΝ, B. (a,b) — 1, 有 flab) = f(a)f(b), 
则 称 函 数 f(n) 是 可 来 函数 ; 若 对 任意 的 αὐ ΕΝ, 都 有 f(ab) = f(a)f(6), 则 称 函 数 
f(n) 是 完全 可 乘 函 数 . 显然 由 可 有 乘 函数 的 定义 不 难得 出 两 个 (完全 ) πα κι 
商 (分 母 恒 不 为 零 ) 仍 是 (完全 ) TRAR 这 是 一 类 非常 重要 的 函数 . 事实 上 , 利用 
函数 的 可 乘 性 , 往往 可 以 把 问题 归 为 只 研究 在 素数 上 的 性 质 , 这 就 非常 有 利于 对 数论 
函数 性 质 的 研究 . 


2.1 微分 函数 和 积分 函数 的 均值 


1.2 节 给 出 了 n 的 πι 次 补 数 函 数 au (n) 的 定义 , 再 定义 类 似 于 微分 和 积分 运算 
的 两 个 数论 函数 . 
定义 2.1.1 ”微分 函数 


D(n) = DEFIDPP) DP), De) = ap^. 
定义 2.1.2 ”积分 函数 
In) ο ο 


本 节 利 用 解析 方法 来 研究 关于 这 两 个 函数 在 次 补 数 序列 中 的 一 些 性 质 , BI 
定理 2.1.1 ”对 任意 的 实数 工 >1, 有 渐 近 公式 


1 
Σ z Ρ(ακ(τ)) 


DOSES (e 


" -- | 


其 中 = 是 任意 的 正 数 . 
证 明 NX Dirichlet 级 数 


= 1 
f(s) = 2 D(ax(n))ns 
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因为 D(n) 和 aln) 都 是 可 乘 函 数 , 由 Euler ΞΕ Δ ΠΟ D(n) 和 arn) 的 定义 有 
1 1 À 
(9 - IL so + pam) 


Mh fS Least uut) 
.Ἓ 了 十 4 (k — i)p*-1- ipis pře prs p2ks 
k—2 
1 1 
(vede i 


Een p*-Ds ΕΝ 1 ) 


c((2k — 2)s) p*-D5 +1  (k — i)pk-1- Tipis 


显然 有 不 等 式 


1 
σος, πα 


LEE TII 


因此 在 Peron 公式 中 取 so = 0, b = 14 -- T = gi T, Η(α) = 1 


k—1 ᾿ 
Β(σ) = , 则 
7 Ἐπ 
1 001 [TT c(ks)e((k — 19) η 下 
Y pd bassa «αι δώ Pain 
+0 (aite), 
其 中 
νο υ-- 
8) 二 一 一 一 . 
A p*-Ds 41 1)9 2 :( EDT EE ip is 
要 计算 主 项 as 
1 [HEET C(ks)C((k — 19) p, γα" 
πι... (Gk 3ο A0) de 
1 : ς 1 
把 积分 限 从 s 二 1+ H HiT BAs =+ 2k(k — 3k(k—1) P 这 样 , 函数 


ea ENE- 1)9) s. a* 


21 微分 函数 和 积分 函数 的 均值 .45 . 


在 s = LL 处 有 一 个 一 阶 极点 , 且 函 数 在 该 点 的 留 数 为 


ο 
23 


6(2) -1 
则 有 
1 1 十 下 十 这 τον 二 i που cit 1+4 iT 
2ni M Ju κ... *J eus ο 
C(ks)c((k — 1)9) z? 
k 1 
&-1x( - ES 大 一 2 
— kl) . Π 1 十 bp ol oL . 
c(2) p ptil^4 ici (k — i)pk-1- ipk-r 
容易 估计 到 
1 ((qtt5mwHT PH V C(es)c((k — 1)s) 
2xi (om Jus a) C((2k — 2)s) Rs H 
UE o je(k(o iT) — 1)(σ + iT) T a 
> 
< qk-3cxm) 79 7 
zr bemd-s 
« T =7g 一 
和 
1 [E FEDT Cks)C((k — 19) sc a 
2x ibn Aeka) ^e), d 


. 2k-1 . 
< 人 dt 
o (a e -Hi(2k 一 29 
«rk akt. 


πὲ 
注意 到 (0) = δ᾽ 则 有 
1 
» D(ax(n)) 


k 1 
6(k — 1)έ — qk-i k—2 "NN 
Syn («nx aeu) +0 (esie). 
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于 是 完成 了 定理 2.1.1 的 证 明 . 
定理 2.1.2 ”对 任意 的 实数 rol 有 渐 近 公式 
Y Ι(ακ(π))ά(αι(π)) 


nir 


加 6C(k(k 十 1))z*+! E. petii i . 1 
m (k 4 1)π2 II 1+ p T 1 - pti prt 
1 


-O(g** à**). 


证 明 EX . 
g(s) = 》 I(ax(n))d(as (n), 


由 I(ak(n)) 和 d(ax(n)) 的 定义 , 有 
«eI (1+ .... + Hes ean) es) 
p! 1 
πο... 
p! 
-c9 IE - Er) 


. C(ks)C(s — k) p*7* k phi 1 
ανν "wa =) 


i=2 


同样 利用 Perron 公式 和 定理 2.1.1 的 方法 , 即 可 证 明定 理 2.1.2. 


2.2 ”可 乘 函 数 在 无 十 1 次 容 因 子 序列 上 的 均值 


定义 2.2.1 不 能 被 Pr(p 是 一 素数 ) 整除 的 自然 数 n, 为 无 上 ΣΤΑ. 

可 以 通过 这 样 的 方法 来 得 到 无 ΥΕΝ: 从 自然 数 集 (除去 0 和 1) 去 掉 所 有 2 
的 倍数 (BI 2*, 2*+1,.…); 去 掉 所 有 3* 的 倍数 等 . 

在 此 研究 这 个 数列 的 性 质 . 定义 两 个 新 的 数论 函数 U(n) 和 V (n): 


U(1) =1, U(n) = II» 
pin 
νω-ι, να να. Vor) = (f 1). (pe — 1), 


其 中 n 是 任意 的 自然 数 且 标 准 素 因 数 分 解 式 为 n=p soper. 显然 这 两 个 函数 都 具 
有 可 乘 性 . 通过 解析 方法 来 研究 这 两 个 函数 在 无 十 1 次 宕 序列 下 的 均值 性 质 . 


+ 2.2 WIREBRCAEOG k+1 次 等 因子 序列 上 的 均值 “47. 


定理 2.2.1 4 A 表示 无 k 次 署 数 集合 , 则 对 任意 的 实数 >l, 有 渐 近 公式 


p? —1 34g 
Lun- iz TI tapara) +0 (17). 
ngr 

其 中 上 是 任意 的 正 数 . 
证 明 ”定义 
f(s) — 
πΕΑ 
nia 


则 由 Euler 乘积 公式 和 U (n) 的 定义 有 


/To  U(p?) σΏ}λ 
Πο e mE u.s ΕΠΕ 
A p Ῥ p 
1 1 1 
- TI ΕΕ tm doct =) 
( p p phe-l 
p*-0s —1 


1 
-Η (iz Tod Dc p2s-1(p(k-Ds ο) 


Q(s—1). pk Ds —1 
~ Cs - 2) I ( t (p2s—1 + p*)(p(&- Ds -3ex5) ' 


有 下 面 两 个 不 等 式 : 
1 


σ-- 2) 


» < 


n—1 


[U(n)| < τι, 


这 里 o > 2 是 s 的 实 部 . 因此 由 Peron 公式 有 
Ί b--iT 8 1 
Σ 060. 3. [7 recs as o (6 re) 


nso 2ni ; 
nga b—iT 


+0 (: 1—00 H (22) min e F) +0 ο HN) min (i. Γη) 


其 中 Ν 是 距离 α 最 近 的 整数 , |] = ία — n]. 
I so -0,5-3, T = Š, H(z) = z, B(s) = — E 


3T Qs-1). gs T 
2 ,U(n) "xil, ar CQ - D) R(s)-ds +0 (s5**), 


n&a 
这 里 př-Ds —1 
R(s) - 1] (o cr oae -πεππ) 


p 
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为 了 估计 主 项 , 

d NI C(s - 

2πὶ 


) gia 
var Qs - 1) 9) , 05 
把 积分 限 从 s= 3 土 江 移 到 s= iT 这 样 


s το — 1)? 
XE s — 2 处 有 一 个 简单 极点 , 且 函 数 在 该 点 的 留 数 为 


n R(2). 因此 根据 留 数 定理 
a / ϱ8-μΙΤ 244T 3-iT 3—iT Qs u 1) z* 
2ni ες m 4.) C(2(s 一 15 A9) 9 ds 
2 k-2..1 
πο! (1+ piti -— k — pk- - us) , 
p 
很 容易 得 到 估计 式 


1 M E. ¿(s — 1)z* 
"m 十 
2Ti (Jar 48-1τ', 


C(2(s — 1s (945 
“| έσ-- 1-1) a? 2 g 
«|, tc -14iTy Om do < 
i (a+) 
1 号 一 证 C(s = 1}α» πι] 6 ο... z$ " 
INE ος < ta ee 
X C2) = rE 由 以 上 的 结果 , 即 可 得 到 
3 k—2 -1 δις 
2,U(m- Ls πα D —X) + O(zi^*). 
nE 
nic 
于 是 完成 了 定理 2.2.1 的 证 明 


定理 2.2.2 对 任意 的 实数 2 之 1, 有 渐 近 公式 


5 I 
. piri 
gro- SIG- 


tp - ρ-- 
το EK 


1 T 
218 | pikH ) +0 (οἳ 8) . 
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证 明 ”定义 
=1+ $ Ve 


nEA 
n&z 


由 Euler 乘积 公式 和 V (n) 的 定义 有 
2 k 
so- ασ usus V(p ?) 


035 ph? 
E p-1 22 一 1 p* — 1Χ 
Bi p p ty 


1 1 1 
- μπω. B p'* 
-5 πα 
1 ks — 1 8--1 十 1 
LT 
利用 Perron 公式 和 证 明定 理 2.2.1 的 方法 , 即 可 证 明定 理 2.2.2. 


2.3 Smarandache AAAH 
定义 2.3.1 “对 于 给 定 的 自然 数 n, Smarandache AAA SP(n) 定义 为 
SP(n) = min(m| n|m", m € N}. 


24 n 取 遍 自然 数 时 , SP(n) 便 得 到 了 如 下 的 一 个 数列 :1, 2, 3, 2, 5, 6, 7, 4, 3, 10, 
11, 6, 13, 14, 15, 4, 17, 6,19, 10, ---, 如 果 n 是 一 个 素数 的 方 知 即 n= να, WE 


p, Ἱςκαςρ, 
p, ρΕΊκας 207, 
ΒΡ(η) - 4 p, ορ) Εἷ Κας δρὸ, 


05, (α-- 15 ΤΕΙ <a < αρ". 


如 果 n — pi^ p2? --- pe, 且 对 所 有 的 aili = 1,2,--- ;τ) 都 有 αι < γι, 那么 SP(n) = 
U(n), 其 中 U(n) = [[». 4 A 表示 所 有 具有 这 个 性 质 的 n 的 集合 , 则 SP(n) ER 


pin 
合 A 上 具有 可 乘 性 , 即 对 任意 的 n, n; € A, WẸ (n1,n2) = 1, 则 SP(ninz) = 
SP(n1)SP(n2). 然而 对 所 有 的 自然 数 n, SP(n) PETRAAA, 比如 SP(8).— 4, SP(3) = 


.090- 98 23€ ”可 乘 函数 的 均值 估计 


3, 而 SP(24) —6 4 SP(8)SP(8). 因此 对 SP(n) 的 均值 性 质 研 究 就 显得 十 分 困难 , 但 是 
对 于 大 部 分 的 n, SP(n) 的 值 等 于 函数 U (n) 的 值 , 所 以 在 SP(n) 的 许多 均值 问题 研究 
rp, 可 以 利用 可 乘 函数 U (n) 代替 非 可 乘 函 数 SP(n), 用 解析 方法 来 研究 该 函数 的 均值 
分 布 性 质 . 

引 理 2.3.1 ”对 任意 的 实数 了 关 1) 有 


Σα 这 II (- "m πρ τη) +o (st), 


其 中 < 是 任意 给 定 的 正 数 . 
证 明 ”定义 Dirichlet 级 数 f(s) — 


oo 


由 U(n) 的 定义 可 知 U (n) 是 一 可 dun 那么 由 Euler 乘积 公式 , 可 得 
- Up) , 2: PP. 
ro- (1+ Ze SL Iz ) 


Ῥ 


-H = ΠΝ +: ο 


p 
ζ(5)εί s- 
~ (Qs - 1) Π( ση 
因为 Un)| < n, y 55 U| < (o 1), RP o> 2 为 s 的 实 部 , 则 由 Perron 公式 ,有 
n=l 


b+iT 8 ΄ 
Σ τ σαι] Het so) Zas +o (ZPO) 


< n*? 25i Jaar 


ΠΕ 1770 H (23) min (i ο) 
ΚΟ (zr) min (i =) , 


其 中 N 为 离 z 最 近 的 整数 , 当 c 为 半 奇 数 时 取 N = g- 1/2, lel = jz — ΝΙ. 在 上 式 
中 取 a(m = U(n), so -- 0, b —3, T = 9/7, H(z) = x, B(s) = ζ(α -- 1), WA 


or Cs)c(e - 1), - 
2,0) "xij coe m Ps aeo (7). 


其 中 Πα x75) 


p 


2.3 Smarandache ARARE .51. 


现在 来 估计 主 项 - 
BENE PL 
元 | sar CQ 1) Re) ds 


将 积分 限 从 3c iT 移 到 2 iT, 此 时 函数 CN ERG). 在 s 二 2 处 有 一 个 


一 阶 极点 , 留 数 为 BOW. 即 


2πὶ o 2 +| 7) C(2(s — 1) R(s) 3 ds 
. Rs 
| 2 


BUT —ai, 容易 估计 
d δη — p3-iT «θείο - 1) 2 
2ni [17 ΠΝ C(2(s - 1) R(s) 5 d « 


1 [577 (ss — Ὁ ec zt a 
ax jur cote OT 


1 
= -~ \ 所 
由 于 Ε(1) ῃ ( | 5) 以 


Y u)- ο. Π ( - cri) +0 (si^). 


τες 


于 是 完成 了 引 理 2.3.1 的 证 明 . 
引 理 2.3.2 JEŠKA Tl, 有 


Y, pa < n*z. 


p% <a 
a>p 


« TÈTE, 


证 明 ”因为 a > p, 所 以 p <p < gr, WA 


又 因为 p° < z, 则 
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因此 
Yee Y »Y a<ms Y p 
pr p<lnz ak s pxinz 
a>p 
Σ p« » In z «& ln? z, 
pxlnz p&Xlnz 
从 而 
ΣΟ pa < In* z. 
ρόκα 
85» 
于 是 完成 了 引 理 2.3.2 的 证 明 . 


引 理 2.3.3 JEŠKA 有 


D SP(n) « zIn* z. 
SPQSU(n) 

证 明 B n= pipi ppr, R U(n) = pipz pr, B OU(n)SP(n). 因为 SP(n) > 
U(n), 所 以 至 少 存 在 -个 素数 ni(1 € i <r), 它 的 次 数 αι 满足 o; > pp p. 8 
a = max(o,) (i = 1,2,… ,r), p 表示 a 所 对 应 的 最 大 的 素数 , 那么 根据 SP(n) 的 定义 
易 知 

SP(n) « pa, 


有 
X Pas M r= Y «ΣΣ ρα 


n&z nii np% <r NREL pT 
SP(n)»U(n) SP(n)»U(n) (n,p2)—-1 ap 
a>pU (n) 


由 引 理 2.3.2 可 知 
$5 SP(n)«Mn'z-zhn*z. 


nii nic 
SP(n)>U(n) 
于 是 完成 了 引 理 2.3.3 的 证 明 . 
由 上 面 的 引 理 来 证 明 下 面 这 几 个 定理 : 
定理 2.3.1 对 任意 的 实数 工 之 1, 有 渐 近 公式 


ISP) =3 Iz TI - rc) +0 (a$**), 


n&z 


其 中 是 任意 给 定 的 正 数 . 


2.3 Smarandache RAKHE 


证 明 ”注意 到 SP(n) > U(n), 有 
> SP(n) -- 9; U(n) = }_(SP(n) -- U(n)) 


τις ngr nír 
= Σ (SP(»-U(n) 
SPQ)SU(n) 
« 》 Pin) 
βρώ ζω 
此 时 由 引 理 2.3.3, 有 
» SP(n) — y» U(n) 和 zlintz 
nsr nír 
或 
>》 SP(n) = Y U(n) + O(zin* z). 
nir τις 
再 由 引 理 2.3.1, 有 


Σ SP(n)- 5«* T] (- plp+ zo) +O (z!**)  OGin*a) 


nir 


于 是 完成 了 定理 2.3.1 的 证 明 . 
利用 同样 的 方法 还 可 得 到 下 面 两 个 定理 : 
定理 2.3.2 ”对 任意 的 实数 工 关 1 有 渐 近 公式 


Leer) -zI (x9) 0 63). 


nT 


其 中 e 是 任意 给 定 的 正 数 . 
定理 2.3.3 ”对 任意 的 实数 x > 1, 有 渐 近 公式 


Y d(SP(n)) = 9252 + (A - T) +0 (cite)， 


πζα 


其 中 是 任意 给 定 的 正 数 . 


.53. 
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2.4 Smarandache 函数 和 Mangoldt 函数 A(n) 的 均值 


著名 的 Smarandache 函数 S(n) 和 Mangoldt 函数 A(n) 的 乘积 有 一 个 有 趣 的 均 
值 性 质 , 表现 为 
定理 2.41 设 k 是 任意 的 正 整 数 , 则 对 任意 的 实数 7 > 1 有 渐 近 公式 


z^ 
Intt! 4 c ᾽ 


ΣΡ A(n)S(n) =z 


ngr 


其 中 c(i = 0,1, 2,133 ,k) 是 常数 ， E «Ὁ =1. 
证 明 ”事实 上 由 函数 A(n) 的 定义 


> An)s(n)= > » Αρ) = > Σ, In p3(p^) 


nse ας 53 ρςαὰ ας 55 pszt 
=)_plnp+ D » In pS(p?). 
psz 2«o« lez 


ΚΩ ἘΞ pert 


对 任意 的 正 整数 κ, 由 素数 定理 有 


D z^ o(; xu) 


其 中 oi(i = 1,2,… ,k) 是 常数 , Β al = 1. 
由 Abel 恒等式 


-π(α) = 
psz 


Y pinp- sena - [ s()0ny-- Day 
PST 
k H 
δυο λα) 
-[ (5s +0 (at )) evene 


— ο e 
=r SH ΠῚ ) (2-1) 


其 中 ci 一 0,1,2,…. ,k) 是 常数 ， 且 Co = 1. 
另 一 方面 , 利用 估计 式 


S(p?) < α Inp, 


2.5 ”可 乘 函 数 Vi (n) 的 均值 -55. 


有 
Σ, In pS(p?) < 5 » Inp:a:lnp < zn? z. (2-2) 


2Xo«12£ lng 


2<a «R5 Sin 53 psr 


lna plea E 


结合 式 (2-1). x (2-2) 可 得 


κ 2 2 
cit z 
J A(n)S(n) = z? iz 十 O (c ;) . 


nz i=0 


于 是 完成 了 定理 2.4.1 的 证 明 . 


2.5 ”可 乘 函 数 Vi,(n) 的 均值 


定义 2.5.1 对 任意 的 正 整数 n, 函数 Vs (n) 的 定义 : 
(1) 对 任意 的 素数 p 及 正 整数 o, 


Vin(1) —1, Vas (p?) = ptm. 
(2) ERR n 的 标准 素 因数 分 解 式 为 n — prp …pR* 时 ， 
Vs (n) = Vm (pi) Vm (pr). 


显然 函数 Vi, (n) 是 可 乘 函数 , 但 不 是 完全 可 乘 函数 . 本 节 的 主要 目的 是 研究 Vs (n) 
的 均值 性 质 . 
定理 2.5.1 对 任意 的 实数 z > 1, 有 渐 近 公式 


YT is I apr) “ος. 


其 中 < 是 任意 给 定 的 正 数 . 
证 阴 NX Dirichlet 级 数 


ολλ, 


由 Euler 乘积 公式 得 
- Valp) Vm(p) πρ), 
f(s)= ( 4 "a 十 yis Ted pe 十 ) 


p 


1 十 ?nm 2--m n+m 
二 p p p 
-π{:: 十 一 25 + 
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eats oue 


这 样 函数 ο TE s= m +2 处 有 一 阶 极点 , 留 数 为 

6C(m+1) m 

zm-2). "IlG- (p D Gre) 
在 Perron 公式 中 取 b= m + 5, T »2, 则 

1 [ΠΕΣ gn 
Σ Vn) = σα μα. f(s) ds+0 ( ) , 
将 上 式 积分 限 移 至 Re(s) =m + : +e 处 , HOT — o 可 得 
66(m + 1) κ. 

> 了 (二 x2 (m + 2) e II (-7 (p 十 s ex) 


ni 
1 m-3- eT qmi 
tzal {095 ds 4-0 (* T 


2πὶ m-$-s-iT 
_ θίπι 十 1) gm? Iu 
^o (m+ js —(p4 1p" m 
T 3 gm$te C 
+0 | πι - τ -Ε-1ἑ "gr 
-T 2 τη 


"LE "T (- στ πρ στη) +0 Carus 


于 是 完成 了 定理 2.5.1 的 证 明 . 
注意 到 m = 0 Bf, Vln) — n, lm, m((m 4-1) 2 1 以 及 


5 Vo(n) = χα + O(z), 
由 上 面 的 定理 可 得 到 下 面 的 极限 式 : 
推论 2.5.1 


2.6 函数 δε (τι) 的 混合 均值 .57. 


2.6 ”函数 (n) 的 混合 均值 


定义 2.6.1 对 任意 固定 的 正 整数 Κ, drn) 表示 能 被 n 整除 并 且 与 上 互 素 的 最 
KEER, 即 
δε(π) = max(d| d|n, (d, κ) = 1}. 


óx(n) 是 一 个 完全 可 乘 函 数 . 事实 上 , 对 于 任意 正 整 数 αι 和 az, 有 
6k(Q102) = δκ(αι)δκ(άα). 


另外 , 对 于 任意 固定 的 正 整数 m 和 n, 设 函 数 (mn) 为 m 和 τι 的 最 大 公约 数 , 函数 
[m, n] 为 m 3 τι 的 最 小 公 倍 数 . 显然, 它们 均 为 可 乘 函 数 . 

这 一 部 分 内 容 旨 在 研究 函数 5(n) 对 补 数 数列 aw(n)、 最 大 公约 数 (mn) 和 最 小 
公 售 数 [m n) 的 性 质 , 即 用 解析 方法 研究 复合 函数 delam (η), δείτε, n)) F dr (E 3) 
的 均值 性 质 . 

定理 2.6.1 对 任意 实数 x 之 1 ΑΕΕ ΣΙ 和 m > 1, 有 渐 近 公式 


Σ δκί (gm(n)) S Cim ?)R(m Z +0 (sni) ; 
MM κών m? (p^ —1) — p" 
AP Rm = I Gm Der wo eu T iem). s 是 任意 给 
定 的 正 数 . 
WEB] ”对 和 任意 复数 s (Re (s) > 1), 定义 Dirichlet 级 数 
λα 
由 Euler 乘积 公式 可 得 
D Π e 4, δκ(απι(ϱ)) fon (e) Ν Nd à a) n ) 
pm-? u p 1 pni u 
-H τ. 1 I - Tet ginis 十 pr 十 ΠΟΤΕΡ 十 ) 


m-—31 A 
p p 1 1 
-II E: TM x (emet um] 


pik 1- z 348 
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1 f 2077 p 
I (+ p om 


CENE — pik 
T2 P m πί- p" DEUS . n) 
plk ? zi 3l! II u 
为 了 方便 起 见 , 设 


那么 利用 等 比 数列 求 和 公式 可 得 
gbi) 


1 Tm. 
=J] (1+ -i E) 
pik ρα απ (psti — 1)pm Den 


-mfi 1 1 p" 
-]I * prim 十 (psi — l)psti-m (ps+1 — 1)p(m-D(1) j 


pik 
1 1 
p. ( 十 x) H ( 十 (pr^! — 1) (pem + 1) 


p 
-pD eF) (ps+1 1)(ps+1— m 十 5) 


C(s + i— m) IL: prim 
ζΏς Ε1--πι μη μμ... 
l 1 pt | 
x I ( Έτη pr mi pm er L D(psi-m F 5) 


把 4 的 结果 代入 f(s) 中 并 进行 整理 , 可 以 得 到 
C(s 十 1 一 m) pis-ms-ml(yms - 1) 
f(s)- C(ma)- CQ(s 4-1— m)) sik (ps — 1)(pst1-m + 1) 


1 p 
Il (+ (pH -pm a a) 


2.6 ”函数 δι(η) 的 混合 均值 . 59 - 


Him » 1, 可 得 (s). 3E s = m 处 有 一 阶 极点 , 留 数 为 KE £^, xt 


14-m—m? (p? — 


- p 一 1— ΠΕΙ 
Mm = GD ΠΠ I HERE sj | 
应 用 Perron 公式 , HX b- m5, T»2,H[f 


m+4+iT " pmi 
Σ δμ(αγι(τ) = zil f(s)-ds- O ( T . 


nic mcá-iT 
将 上 式 积分 限 移 至 Re(s) =m- 3 +e 处 , FÆR = 2, 可 得 到 
ΣΣ 5c (am (n) 


nix 


τη-- ἃ |-Εἠ-17' 
= προ ο) ης eui 


z^ m—i-e 
x f(s) Tds + o(g- ^) 


zm-¥te 
— dt 
1+ [t| 


一 下 十 < 一 这 


=É elm?) +0 ([ fm ασε] 


μοι” 1.) 
- Cm?) RI) T + O(g^- o). 
于 是 完成 了 定理 2.6.1 的 证 明 . 
“特别 地 , 在 定理 2.6.1 中 当 m = 2 时 , 注意 到 CO) ο = T, 便 有 如 下 
推论 : 
推论 2.6.1 对 任意 实数 工 >> 1 及 给 定 的 正 整 数 天 > 1, 有 渐 近 公式 
2- (a(n) = s"ILics* +o (e). 


nír 


EH 2.6.2 im 和 上 是 两 个 给 定 的 正 整 数 . 那么 对 任意 实数 了 > 1, 有 渐 近 公 


X Y είπεν) -2z [I (αντε i) (1-1) εο(ο»). 


ngz p*ilm 
(p,k)=1 


其 中 e 表示 任意 给 定 的 整数 . 
WEBB ”对 任意 复数 s (Re (s) > 1), δὲ Dirichlet 级 数 


f(s) — > ĉr ((m, n)) . 


TL 
n=i 
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从 &x (m, η) 的 定义 和 Euler 乘积 公式 , 可 得 到 


f) Σ᾽ ο 


n=l 
| 2 
-[L(1- 59522 κιν.) 
p 
P 
πο 
pim. p? ps 
ók(p) , δείρ᾽) διίρ5) διίρο) 
"πα p? + 225 tt oe + petis ΠΣ 
1 1 
-«oII(1- 5) II — 
pim pe m ΕΣ 
plk 
1 1 p ρα 
ej (t mm ment aen gens + a +) 
ptk 
1 1 --1 
---π(-α) Π (1-2) 
p p? 
pim p|(m,k) 
i$ 
pla+1)(s-1) ρα 1 
<U μπει 
μι ps—1l 1— — | 
名 ;局 =1 ' p p 
1_ t 
一 ρία-1}(8--1) 1 ρα 
(5) II I 1 z + PEEN ] 
pom 1 一 一 二 | 
(p,k)—1 Dp 
显然 , 有 不 等 式 
slm, τι)) 1 
l&s((m, n)! < n, xe Aman < 


这 里 ao > 1 是 s 的 实 部 . 于 是 根据 Perron 公式 , 有 


n b+iT 8 rb 
σα =f fs) ras +o (720+) 


3 ] 
πὸ 2ni Jir 


+0 (2-782) min e :3) +0 (eam min e iz) ; 


这 里 N 为 最 接近 于 x 的 整数 , |α]-- |α-- ΝΙ. E so = 0, b= 2, T= zi, H(z) = 


nid 
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αλ, B(o) = —, 
2 十 
Y (msn) = gs |. cont as o (3*7), 
nsr 
这 里 
1__ 1 
(oat1)(s—1) 1 α 
νος 
(pA pt 
为 了 估计 主 项 
1 


2 二 让 
πε], ORo 
s=2+iT $js— E ciT 移动 积分 限 . 这 时 ， 


f(s) νο 
在 s = 1 处 有 一 阶 极点 , 留 数 为 R(1)z. 于 是 有 


2+iT 4+iT i-ir [ᾱ-1Τ Pe 
| +| +| +| C(s)R(s)—ds = R(1)z. 
2-iT  J2-iT ixi i-iT 5 


ES 
2πὶ 


很 容易 得 到 估计 


1 


1 Σπ — p2-iT 
元 ΝΗ + .. Jonoa e 7 
zi]. ct (s) R(s)— T ds 


ΠΡ 
结合 上 述 估计 , 有 


Σ΄ δκ((πιπ)--α ΤΠ ΟΞ (-;)}εο(ο τε. 


nss p? [πε 
(p,k)=1 


于 是 完成 了 定理 2.6.2 的 证 明 . 
推论 2.6.2 Hm 是 无 平方 因子 数 . 那么 对 任意 给 定 的 正 整数 k 和 任意 实数 
221, 有 渐 近 公式 


> δι((πιπ)-α 1] (2-2)+ o (cite) 


nix pim 
(p,k)—1 


dt < rit, 


«62. 
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定理 2.6.3 i kde m 是 任意 给 定 的 正 整 数 . 那么 对 任意 的 实数 2 > 1 有 渐 近 
公式 


YQ 3-5 à AES I LAE +o (si). 


α-1 4 24 


palm 


证 明 ”事实 上 运用 与 定理 2.6.1. 定理 2.6.2 相同 的 证 明 方 法 来 证 明定 理 2.6.3. 如 
Hom 为 任意 给 定 的 正 整数 , 则 


[nn] | mn  — n 
m mnm (m,n) 


对 任意 复数 9, 如 果 Re (s) > 1, 定义 Dirichlet 级 数 


oce) es) 


8 
n=1 n=1 n 


Ma (cas 7) 的 定义 和 Euler REAR, 有 


十 


f(s)=II nta) rem), 


1 1 p pP 
Παν ta) G+ +) 
plk 


ptmk p? 
1 1 p p 
x LH (iem t et uem) 
p? ||m 
ι... ἆ.. 
κ. pats p 1 
-II- ril I |—a—*3e9 τ 
plk 1— τς pim η} τρ ο 
ἘΣ pellm Ῥ Ῥ 
1 
1 1 Ρία 16 1 
B 1 1 II 1 (i- zu) "nca 
pik l— — pk 1— sq P 1—-— 
PUO palm p 
--- 


1— —— 
(a+1)s 1 
P P 
οι. — II —E (rua) πότε 
k --- --- 
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因为 cls _1) Æ s = 2 处 有 一 阶 极点 ， ΓΩ} 在 s —2 处 也 有 一 阶 极点 , 留 数 为 


peti +1 
ps I pati 4 pa` 


ΗΝ 


根据 Perron 公式 , 取 so=0， b= TLlzd» 
2 


$4iT s $ 
Salm, DEIN . f(s) Tds+ 0 (5) 


ngt 


现在 将 积分 限 从 — 5 iT 移动 到 s= 了 +c 土 江 , 取 ==z 可 得 到 


a) ο) 
δι (mn à (—— 
Σ 2,9 nn) 
2o4-1 2. ρε s 
p +1 1 [ z à 
三 去 | 一 一 5n o t s)=ds +0 (a** 
2 IL; ο peti tp — 2mi]s,. ir f" ) 
p*||m. 
2d--1 3 pe 
αν. (ate) 5 
———— +O Tei]! —— dt 
ΠΡ pk Popp ( ,| + 1+ [t] 
palm 


+0 (zi**) τι 
fati r1 


73 s Il; H apga +O (αὐ). 


pem 


于 是 完成 了 定理 2.6.3 的 证 明 . 
推论 2.6.3 设 m 是 无 平方 因子 数 . 那么 对 任意 正 整 数 和 任意 实数 父 关 1 有 


渐 近 公式 | ΝΠ 

mM, 7L i e 

Ya (mr 小- ΣΠ δα’ o (s ite). 
ΜΗ 


2.7 ”可 乘 函数 在 方程 解 中 的 均值 


定义 2.7.1 n 的 无 m KK ΤΚ: de X — pep? s p% pë, X 
中 or < m(i—1,2,3,.-.,5),a; 2 m(j = 8+1,. ,0g), αὶ b(n) = prp? po. 
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函数 bu (0) 和 函数 δι (n) 都 是 可 乘 函数 . A 表示 方程 h(n) = b, (n) 解 的 集合 . 
定理 2.7.1 对 任意 的 复数 5 且 Re(s) > 1, 有 恒等式 


ο. 一 pm +1 
ns  Q(ms) pms 一 1 7 


ncA pjk 


WRA SEEK n= nu = p pg? pee ppo 其 中 πι = pipe -p AB 
Ά n Bm REAT. u= p; p 是 完全 m UOI ΠΗ͂Σ o; < m(i = 1,2,- , 8) 
Tlo;2m(j-s-cl--,q) 由 于 这 两 个 函数 都 是 可 乘 的 , 所 以 


ók(n) = δκ(πι)δκ(α). 


bs (τι) = ba (τοι) ὅπι (u) = ni, 


因此 方程 (n) = ba (n) 解 等 价 于 等 式 δι (πι) δε (4) = πι. 

注意 到 ， 如 果 Qj 2 m, pjlk(j 一 8 + l,e ;9)， 则 δκ(ι) Ξ 1; 如 果 αι « m, 
pi T k(i — 1,2,--- 8), ΜΙ] o, (n1) = πι. 这 表明 方程 b(n1)5k(w) = πι 是 存在 的 . 

定义 数论 函数 

b(n) = 1, n» 1 是 方程 5(n) = bm(n) 的 解 ， 
(o ἈΠ, 
则 
1 Ὁ 
2 ns 2 n? 


b(n) 也 是 可 乘 函数 , 因此 由 Euler 乘积 公式 则 有 

SLON (p) bp) |... 

MEI) 
1 1 


1 1 
«Io stammt) 
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1 1 
1- pms 1- p 1 1 
-]I 1 II B 1 1+ pm 1 1 
p 
_ Q(s) pm 一 pm 0a 十 1 
m ms . 
κ. 


于 是 完成 了 定理 2.7.1 的 证 明 . 
定理 2.7.2 ”对 任意 的 实数 工 > 1 和 正 整 数 m 2 2, 有 渐 近 公式 


2 一 pm 十 1 le 
2 .1 -ll ea rr to (ett), 


nic 


ncA 


其 中 = 是 任意 小 的 正 数 . 
WEBB ”由 b(n) 的 定义 , 显然 有 


>》 i=} bln) 


nA "S 
5E X. Dirichlet 级 数 
κο - ΣΟ 10. 
由 定理 2.7.1 有 . 
ως. 
因为 


< (σ), 


Σ b(n) 


n=1 


Ib(n)| < 1, 


c > 1 是 s 的 实 部 . 因此 在 Peron 公式 中 取 so = 0, b = 2, T = αὖ, Η(α) = 


B(o) = «(σ), WA 
»» b(n) — 25i ail. eG) R(s) ds 十 O (si) ; 


p_iT C(ms) 


τιςσ 


其 中 
ms — pm- 1}4 十 1 


RG) = 工 一 一 


p|k 


为 了 估计 主 项 , 把 积分 限 从 。 — 2411 BA ο — EiT, 这 样 函数 A R(s) 


rs 
一 在 
S 
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s = 1 处 有 一 个 单 极点 , 且 函 数 在 该 点 的 留 数 为 ΠΗ 根据 留 数 定理 


a (qum pem pom ΠΝ qe 202. RQ) 
2ni (I κ uu 1; ζ(πιβ) Rs 5 - σίπι )^ 
容易 有 估计 式 
1 ldiT ϱ- C(s) η 
2mi (s κ .) C(ms) R(s) ds « T - 
和 
zi), s ΒΟ ds «αὖτε, 
因此 
Y n) = qu Js μμ... 
nge 
即 


1 p^ —p"-i41 14e 
1= =r | | — ~ — 4 O(z?**). 
ll 9 ος" 


nir 
ncA 


于 是 完成 了 定理 2.7.2 的 证 明 . 


2.8 Smarandache 可 乘 函 数 的 均值 


Smarandache 可 乘 函 数 SM(n) 的 定义 为 
定义 2.8.1 对 于 任意 正 整 数 n, 如 果 


SM(ab) = max(SM(a), SM(b)), (a,b)=1. 


称 SM(n) 为 Smarandache "F 36 δι ἀκ. 
对 于 任意 素数 p 和 任意 正 整 数 o, $ SM(p*) = op, 并 且 如 果 n = pi! p? --- pg" 
为 n 的 标准 素 因 数 分 解 式 , 那么 


SM(n) — max (SM(p?* )) = max {αιρι]. 


1xi«k 1«ixk 


Smarandache 可 乘 函数 SM(n) 与 Smarandache 函数 S (n) 有 很 多 相似 的 性 质 . 
定理 2.8.1 对 于 任意 实数 zx 关 2， ΜΕΛΑ 


ΥΣ SM(n) = το uz ro). 


nir 


2.8 Smarandache 可 乘 函数 的 均值 . 67 . 


为 了 完成 定理 的 证 明 , 需要 一 个 简单 的 引 理 . 方便 起 见 , 设 n — p pz pp 为 
n 的 标准 素 因 数 分 解 式 ，P(n) 为 n 的 最 大 素 因子 , 也 就 是 , P(n) = max {pi}. 那么 有 
引 理 2.8.1 对 任意 正 整 数 τι, 如 果 存 在 P(n) 使 得 P(n) > n, 则 有 恒等式 


SM(n) = P(n). 
证 明 ”由 Pin) 的 定义 和 条 件 P(n) > Vn, 可 得 
SM(P(n)) = P(n). (2-3) 
πας ἐς κ) 的 其 他 素 因子 pi, 有 
SM(y;*) = oipi. 


现在 分 三 种 情形 讨论 for) 的 上 界 : 
(1) 如 果 αι = 1, 那么 SM(p;) = pi € Vn; 
(2) WE αι = 2, 那么 SM(p2) = 2p < 2- n* < Vn; 


(3) 4188 αι > 3, 那么 SM(p?*) = ai pi < αι: n9 «am ET «να. 这 里 应 用 
i 
T: 当 peln 时 , ας inn 
Inp 


结合 (1) ~ (3), 易 得 
SM(p?) < vn. (2-4) 


由 式 (2-3) 和 式 (2-4), 有 
SM(n) = max {SM(p;")} = SM(P(n)) = P(n). 
于 是 完成 了 引 理 2.8.1 的 证 明 . 


利用 上 述 引 理 , 用 初等 的 方法 来 完成 定理 2.8.1 的 证 明 . 
首先 定义 如 下 的 两 个 集合 4 和 B: 


A= {njn < z, P(n) < vn}, B= {nln < z, P(n) > Μη]. 
由 Euler 求 和 公式 , 有 
3, 8Μ(π) « V. valan 


ncA Ίντα; 
= [ Vtlntdt + fe — [t])(VtInt)'dt + ντα α(α — [z]) 


« zi Inz. (2-5) 
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类 似 地 , 由 Abel 恒等式 有 
Σ΄ ΒΜ(π- 5; Pm- >， 
n&VEn&pk & 


-E m (rm) 


ncB 
Pinjo ντε 
NEVT Veps? (ΣΣ 


=>, & (5) - ναπ(γα) — πίνω] 

agyz l να 

+0 (z? Inz) ， 
其 中 
£ g Ei 
r= p" (5) - ναπ(γ9) - | | π(ϑ)ὰ5 
νεςρςΞ ντ 
- 2 1. α΄ + z? 
2 m$ 2 hz n? mn? £ 
n 
ας, ) o s - (2-6) 
In? να n2 1n? Ed ln? να 
因此 
g? g? z2 
» 2 Ez 一 D 2 E3 十 ο } 2 
eus" In Z ποπ a 7 In Z (E, n?lnz | 
zx? a? g2 
5 πα (3) (2-7) 
和 
-ο (s -) (2-8) 


结合 式 (2-5)~ 3X (2-8), 即 有 
DSM(n)= >》 SM(n) + Σ᾽ SM(n) 


nia nEA ncB 
πλ g? a? 
=B nz l| pz) 
12 Ing In“ t 


于 是 完成 了 定理 2.8.1 的 证 明 . 


2.9 Smarandache M% S(n) 和 Smarandache 可 乘 函 数 SM(n) 的 均值 . 69 . 


2.9 Smarandache 函数 S(n) 和 Smarandache 
ARKA SM(n) 的 均值 


S Pin) 表示 n 的 最 大 素 因子 , WAA S(n) > P(n). Erdós 指出 , 对 大 多 数 τι, 
S(n) = P(n). 这 就 意味 着 Ν(α) = Ο(α), 这 里 Ν(α) 表示 满足 n < α 和 S(n) zZ P(n) 
的 自然 数 的 个 数 , zx > 3 为 实数 . 从 S(n) 的 定义 还 可 以 得 到 如 下 的 事实 : 令 p 为 素数 ， 
则 S(p) = p, WÈ n #4 H n z p, lll S(n) « n. 由 以 上 两 个 简单 的 性 质 , 可 以 得 到 
S(n) 和 r(z) 的 一 个 关系 式 : 


Il Γσία) 
π(α) 一 20» EM . 

本 节 讨 论 (η), SM(n) 和 P(n) 之 间 的 关系 及 S(n), SM(n) 值 的 分 布 性 质 . 

引 理 2.9.1 

(1) 如 果 P(n) > Jn, A] S(n) = SM(n) = P(n); 

(2) du X n = mpiP(n) E n$ «γι < P(n) < Vn, πὴ S(n) = SM(n) = P(n); 

(3) 4 X n = mP?(n) Β. n3 < P(n) < Vn, 9t] S(n) = SM(n) = 2P(n). 

证 明 ”只 证 明 有 关 S(n) 的 结果 , 关于 SM(n) 的 结果 可 以 类 似 证 明 . 

(1) & n — pip? -peer P(n), W pp? -prer < Vn < P(n), WA p7 |P(n)! 
(i —1,2,--- ,k — 1), 所 以 π](Ρ(π))!, 但 是 P(n) { (P(n) — 1}!, X S(n) = P(n). 

(2) 根据 m < n3 < pi < P(n), 应 用 同样 的 方法 可 以 证 明 S(n) = P(n). 

(8) WÈ n = mP?(n) H n3 < P(n) < Vn, WA m < P2(n). 由 于 P2(n)(2P(n)), 
所 以 m|(2P(n))i. 而 P2(n) 1 (2P(n) — 1)!, S S(n) = 2P(n). 

引 理 2.0.2 ”对 任意 的 实数 了 > 3, 有 


Y. (S(n)- P(n)? < zsln2?z 
nic 
P(n)&n$ 


35 (SM(n)- P(n)? < οὐ In? x. 


P(n)&nà 


k 
证 明 令 n= Πρι, WA S(n) = max (S(p;*)] < max (aspi). 8 op = 
i—1 XU ARR 
max (opi), W S(n) < pln p. 注意 到 , WE o = 1, 那么 p= P(n), S S(n) — P(n) = 0, 


1<i<k 


有 
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» (S(n) -- P(n)? « D pln? n = ΣΡ pln? g 


"iz n&c np^xz 
1 
P(n)&nà p(n)€n3 ,p?|n pse? 
4 
一 J p $ In?z < 1 zln?z « r5 ]n?z. 
ρκαᾶ nsa pxz* 


同样 有 
5 (SM(n) — P(n))? « z$ In? z. 


Pp(n)&n3 


引 理 2.9.3 4- p 为 素数 且 mci, 有 


2 
Σ P 3m3 (In -- In m) 8ο /& 
ο ΕΙ m? In m 


证 明 ”由 Abel 恒等式 , 有 


m&p&A/ d 
- rā - -i zi +0 “3 
mê In, /二 πιὸ In | — mé n2, |“ 
m m m 
ο. 2x3 zi 
— 8m3(Inz — Inm) ΜΕ 
m 
于 是 完成 了 引 理 2.9.3 的 证 明 . 


定理 2.9.1 对 任意 的 实数 了 3, 有 渐 近 公式 


3 8 
26 —]2xX2 3 
》 (64) - P(n))? = x(a) +0 ( T ) 


In 2 
Acn 3lnz lu^ x 


由 这 个 定理 不 难看 出 , Erdós 的 断言 不 仅 是 正确 的 , 而 且 存 在 5(n) - P(n) 的 一 个 
有 趣 的 均 方 值 公式 . 
证 明 ”从 引 理 2.9.1(2) 知 如 果 Pin) > Vn, W S(n) - P(n) = 0. 所 以 结合 引 理 


2.9 Smarandache 函数 S(n) 和 Smarandache H[3fpj3it SM(n) 的 均值 zr um 


2.9.1 和 引 理 2.9.2, 有 
》 (Sin) — P(n)? 


nir 

= Y (S(-P(Q?« Y. (S(m-P(n 
nir nsr 

P(n)» vn P(n)& Vn 

= M (ο) Pln)? 
ης 

P(n)& vn 

= Y (Sn) -PnP Y, (Sin) - Pin)? 
nsz τις 

P(n)&n3 εὖ «P(n)«&vn 

= Ð (S) -Pn +o (αἱ ms). 
nsr 

πᾶ «P(n)« n 


注意 到 当 n$ < p(n) < yn 时, n 只 有 如 下 几 种 情况 : 

(1) n 2 mP?(n); 

(2) n = mpi P(n), 其 中 n3 «γι < P(n); 

(3) n = mP(n), H. P(m) < n5. 

对 于 第 (3) 种 情况 , 如 果 S(n) = P(n), 则 和 式 为 零 ; 如 果 S(n) z P(n), 则 必 存 在 
p*|m, a 2 2 H ap > P(n), BALE p < πᾶ. 估计 第 (3) 种 情况 下 和 式 的 阶 不 超过 
z$ In? z, 所 以 由 引 理 2.9.1(3), 有 


$5 (δα) - Ρα)" 


nic 
πᾶ «P(n)& vn 
= . Σ (Smp)- Pmr)? 
mp?^xr 
(mp?)3 «px V mp? 
十 Σ (S(mpıp2) — P(mpipz))? + O(z$ In? z) 
mpıp2 ST 


(mp1ip2) à «pi«pa&/mpipa 


— »» 2 5Ο (zi 1n? z) 
mp? Sr 


(mp?)8 «p« mp? 


-Σ X μοβ) 


πικαὴ πι" «ρος 


由 引 理 2.9.3, 可 得 


3mz m3 mi In In? z 
mxeVinz 


i 
eVinzcmszàs 


3X 3 
«(7 o(a) 


In? 


结合 上 述 几 个 式 子 , 可 得 渐 近 公式 


> (5(n) -- P(n)? = 
nz 
于 是 完成 了 定理 2.9.1 的 证 明 . 
利用 同样 的 方法 还 可 以 证 明 : 
定理 2.9.2 ”对 任意 的 实数 工 > 3, 有 渐 近 公式 


3Ilnz 


3\ a 
* (97 o (et) 
—M, 3 


3\ a 
ας 
2, M) - P(n)’ = —3hz +0 (3 . 


从 证 明 的 过 程 可 以 看 出 , 在 绝 大 多 数 情况 下 5S(n) 和 SM(n) 是 相等 的 . 


93€ 包含 数论 函数 的 方程 及 求解 


方程 的 整数 解 是 数论 中 一 个 重要 的 研究 课题 , 也 是 一 个 复杂 的 课题 , 世界 上 许多 
伟大 的 数学 家 都 在 这 一 领域 做 出 过 出 色 的 工作 , 至 今 仍 是 现代 数论 和 现代 代数 几何 的 
推动 力 和 源泉 . 为 了 研究 一 些 方程 的 整数 解 , 人 们 创造 了 许多 有 力 的 方法 和 工具 , 但 
是 仍 有 很 多 问题 没有 解决 . 这 里 , 仅 选择 一 些 特殊 方程 的 整数 解 问 题 进行 讨论 , 来 展 
示 特 殊 方程 整数 解 研 究 过 程 中 的 一 般 方法 和 技巧 . 


3.1 关于 Smarandache 函数 的 方程 


给 出 几 个 关于 Smarandache 函数 的 方程 并 用 初等 方法 来 求解 . 


引 理 311 对 任意 正 整 数 m 和 任意 实数 z， 存 在 与 r 无 关 的 正 整 数 αἴ"), 
a$"，.…., qt", 满足 


z" —(z-—1)x-—2)--(r—m) 


m-—1 
V af? (s - 1)(z -2)--- (m4 1) + at. 
[一 1 
证 明 ”应 用 数学 归纳 法 进行 证 明 . 
(1) 显然 当 m = 1 时 结论 是 成 立 的 , 对 任意 实数 r, 均 有 z= (zx 一 1 十 1, 因此 


αἲἲ) z 1. 


(2) 假设 当 m= ΚΑ > 1) 时 结论 成 立 , 则 当 m=k+1 时 , 有 


k-1 
gH —(z —1)(z—2)--- (z - κ) - Y aj (s — 1)(z 2) (£ — k +1) +a s 
{=1 


=(x — 1)(x — 2) --- (£ — k — 1) + (k + 1)(z — 1)(x — 2) --- (x — k) 


k—1 
+Y α (s — 1(α--3)-:-(α- k 1-1) 
t=1 


k—1 
+Y afP(k — 1 1)( -- 1)(2 — 2) -+ (z — k +1) ta (s — 1) - af? 
--ι 
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—-(z—1)(z—2) -(z—k—1)4 (k-1-- a?)(z — 1(α--3)-.-(α-- κ) 
Xe -1-x1)(s-1)z-—2)--(z—k24l) 


ον (k — L1 De -2)--- (2 E) 
1Ξ1 


Ha + αλα -- 1) -- αἱ) 


—(z-1)r—2)--(z—k—1)-4 (ko 1--a9)(s — 1)(z — 2)--- (x — k) 


(Xe -11-1}(α--1}(α--2)::-(α-- κ-- Ὁ 


十 Y +a (k — 1-- 1) (k  1-- 1)(z — D)(z — 2) (z — k +1) 
κ. Γαία — 1) +a. 
这 样 , HX 
aft» =k+1 1 αἴθ), 
aj*? - ας) Lo  (k-142, 2«l«k, 
B5 -- a. 


EAR, di EG aD, QD, ..., QUTD 是 与 z 无 关 的 正 整 数 ， 所 以 对 
m= k+ BÆRI. 

于 是 完成 了 引 理 3.1.1 的 证 明 . 

定理 3.1.1 对 任意 整数 上 之 1, 方程 


S(mi)+ S(ma3) + S(ma) +- + S(mx) = Sm + ma + ma tt my) 


有 无 穷 多 个 正 整数 解 ， 
证 明 ”由 引 理 3.1.1 可 知 对 任意 的 正 整 数 κ, 存在 正 整数 oi, a2, ---, ax ι 使 得 


ο ο ο ο 


tap -1)(p—-2)---(p- Ε-ΕΙ-Ε1) - ai. 


因此 
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p* —p(p — 1)(p — 2):--(p—k-4- 1) 


k—2 
2 ap(p — 1)(p - 2): (p- k L1) - asap. 
i-i 


注意 到 qa1,a2,…,ak-1 与 p ER, H p 是 充分 大 的 素数 , 由 S(n) 的 定义 有 


S(p") = kp, 
S(p(p — 1)(p — 2) --- (p — k + 1)) =p, 
S(ap(p-1)np-2)---(p-kc-ix-1)-2p, 1«Ixk-2, 
S(ak-ip) = p. 

从 这 些 等 式 知 mi = (p — 1)(ρ--2)-::(ρ-- k +1), maja = ap(p — 1)(p 72) (p- k + 
l+1)(1 € l& k 2 2), mx = axip 是 方程 的 解 , 由 p 的 任意 性 , 定理 3.1.1 的 方程 有 无 
穷 多 个 正 整数 解 . 

再 来 给 出 另 一 种 证 明 方法 . 先 看 两 个 引 理 . 

引 理 3.1.2 ”每 一 个 充分 大 的 奇 整数 可 以 表示 成 三 个 素数 之 和 . 

证 明 ”参阅 文献 [8]. 

引 理 3.1.3. itk 23 是 奇数 , ΠΧ, Χιθ δ δέ n 可 以 表示 为 天 个 奇 素数 的 和 


n = pı paid: + pr- 
证 明 ”应 用 数学 归纳 法 进行 证 明 . 
由 引 理 3.1.2 可 知 当天 = 3 是 成 立 的 . 假设 对 奇数 大 > 3 结论 成 立 , 来 证 明 对 十 2 
也 成 立 . 事实 上 , 由 引 理 3.1.2 可 知 每 一 个 充分 大 的 奇数 n 有 
n= p 4p? 4 p(9. 
HF n 充分 大 , 故 至 少 有 一 pO 也 是 充分 大 的 , 不 妨 设 为 pz, 则 
p? = pi 1-52 +-+- + Pr, 
因此 
n-2p-pad cb pk +p” + p, 


BI ”可 以 表示 成 大 + 2 个 奇 素数 之 和 . 
于 是 完成 了 引 理 3.1.3 的 证 明 . 
下 面 证 明定 理 3.1.1. 
由 引 理 3.1.3 可 知 对 任意 的 奇数 k > 3, 每 一 个 充分 大 的 素数 p 可 表示 成 


pptgpact:--ctp. 
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因此 
S(p) = S(p1) + S(p2) t + S(py). 
这 就 意味 着 对 奇数 上 > 3 方程 的 解 有 无 穷 多 个 . 
WR k > 4 是 偶数 , 则 对 每 一 个 充分 大 的 素数 p, p — 2 是 奇数 , 由 引 理 3.13 


p—2 = p tpat:-tpka, 


因此 
p=2+ pi +p2 "Έλι, 
即 有 
S(p) = S(2) + S(p1) + S(p3) +- + S(px 1). 
这 就 是 说 对 大 > 4 是 偶数 的 时 候 定 理 也 是 成 立 的 . 
最 后 , 对 任意 的 素数 p > 3, 有 


S(p’) = S(p? —p) + S(p), 


所 以 当 大 = 2 时 也 是 成 立 的 . 
于 是 完成 了 定理 3.1.1 的 另 一 种 证 明 . 
前 面 讨论 了 方程 


S(m1) + S(ma) + S(ma) - --- + Θ{πικ) = S(m; + ma + Mmg +--+ mx) 


的 可 解 性 , 指出 了 对 每 一 个 正 整 数 κ, 方程 都 有 无 穷 多 个 正 整数 解 . Sandor 在 文献 [16] 
中 证 明了 对 每 一 个 k > 2 有 无 穷 多 个 正 整数 m, m2,…, ma 和 mi πο, nk 满足 


S(m; 4- ma +--- my) > SM) + S(ma) +--+ S(my) 


和 
δ(πι ἠ- na 4 4 ny) < S(ni) + S(nz) +- + S(ny). 

作为 定理 3.1.1 和 上 面 两 个 不 等 式 的 注解 , 有 

定理 3.1.2 ”如 果 正 整数 k fe m 满足 下 列 三 个 条 件 之 一 : 

(1))k>2 和 m 之 1 都 是 奇数 ; 

(2) 上 之 5 是 一 奇数 和 πι» 2 是 一 偶数 ; 

(3) 对 任意 的 偶数 上 > 3 和 任意 的 整数 mm 之 1. 
方程 

mS(mı +m +---+ mg) = S(mi) + S(ma) +--+ (πι) 

有 无 穷 多 个 正 整数 解 (mi, ma, t ,mx). 
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m — 1 是 定理 3.1.1 的 结论 , m > 1 的 情形 是 文献 [17] 中 的 结论 . 
ΙΕ ” 设 k> 3 是 一 奇数 , 则 由 引 理 3.1.3 对 任意 的 奇数 πι 和 充分 大 的 素数 p, 
存在 k 个 素数 ρι, pa, t1, Dk 使 得 


mp = pı 十 D2 十 …… 十 2k， 
注意 到 S(p;) = p; 和 S(mp) =p (p πι). 由 上 面 的 公式 可 得 
mS(mp) = mp = pı + pa +*+: + px = S(p1) + S(pa) +--+ 6(ρκ). 


这 就 意味 着 , 如 果 取 m = pi, ma = pz, --, Me = pr, 则 对 任意 奇数 k > 2 和 任意 奇 
数 πι 定理 的 结论 是 成 立 的 . WR m > 2 是 一 偶数 , 则 mp 一 2 — 3 是 奇数 , 因此 对 任 
意 的 奇数 κ > 5, 由 以 上 的 结论 可 知 


mp-—2—3-—pytpa-c:-tpk-a 
或 者 
mp 一 D1 十 D2 十 … 十 pk-2 十 2 十 3. 
在 定理 中 取 mı = pi, M2 = D2， 71Ik 2 = Dk—2, Mk-1 = 2, my = 3, 则 立即 可 得 到 
mS(mi +ma t'e 十 ?mk) 
--πιθ(πιρ) = mp = pi + p2 +--+ pk 
=8(mı) + S(m2) + :--+ S(m,). 


如 果 > 4 和 πι 都 是 偶数 ， 则 对 每 一 个 充分 大 的 素数 p, πιρ-- 3 是 奇数 ， 因 此 由 引 
理 3.1.3 有 


mp — 3 = pı tpa: pk, 


BH 
mp = pi +p2 +--+ pk +3, 


即 当 取 m = pi, m = pz, ++, my-1 = pia, my = 3 时 , 可 得 
mS(mı + πιο t --- - my) = S(m) + S(m2) t+ δ(πικ). 
WR κ > 4 是 偶数 , m 是 奇数 , 则 仍然 有 
mp-2—ptpac--- pk, 
Bp 
mp = pı + pa +>: + pri +2. 
这 就 是 说 当 取 m = pl ma = pz, c, mg-1 = pia, mi = 2 时 , 结论 依然 成 立 . 
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3.0 XT Smarandache 函数 和 Euler 函数 的 方程 


Bencze 在 文献 [18] 中 给 出 了 方程 
5 (È “ = p(n) lI S(k). 
k=1 k=1 


在 此 利用 初等 方法 研究 该 方程 , 并 求 得 整数 解 . 
由 函数 S(n) 的 定义 得 出 下 面 几 个 引 理 : 
引 理 3.2.1 (参阅 文献 [19]) a 是 任意 一 正 整数 , RJ δία) > 1. 
引 理 3.2.2 (参阅 文献 [19]) 如 果 a, b 是 互 素 的 , 则 有 


S(ab) = max(S(a), S(b)}. 
引 理 3.2.3 (参阅 文献 [20]) w p 是 一 素数 , a 是 一 正 整 数 , 有 
S(p) € pa 和 p|S(p?). 
应 用 上 述 三 个 引 理 , 可 以 证 明 
定理 3.2.1 方程 
S (> “ = p(n) II S(k) 
k=1 Ps 


只 有 一 个 正 整 数 解 n — 1. 
证 明 ”很 容易 看 出 , 当 n < 5 时 , 只 有 一 个 解 n = 1. 现在 假定 一 个 大 于 5 WE 
整数 ”是 方程 的 解 . 由 于 (n,1+n+--- +n!) — 1, 则 由 引 理 3.2.2, 


5 (£) — S(n(1--n----- 4 n^7)) 
k=1 
=max{S(n), 51 --τι 1- ... Επ 1)]. 


WR S(n) 2 S(1-- n-- --- +n), 则 


1 — e(n) [[ 569. 
k=1 
由 于 n> 5, 由 引 理 3.2.1 知 S(n 一 1) > 1, 产生 了 矛盾. 故 S(n) < S(1+n 十 … 十 n"-1). 
所 以 


S(1- n n") = y(n) I S(k). 
k=1 


3.0 XT Smarandache 函数 和 Euler 函数 的 方程 


设 
lnc cn" μας 
由 引 理 3.22, 有 
S(1-- n 4-771) = max(S(pt?), S(pg?),--- , S(p?*)), 
Bp 


S(1-- n E n"71) = S(p^), 
其 中 p% -—5(p?)i1isjs«r. 因此 


δρ.) = y(n) [[509. 
k=1 
由 于 p 是 一 素数 , 结合 引 理 3.2.3, poln) 或 者 p|S(k), 1 « k & n. 
另 一 方面 , 由 引 理 3.2.3, 有 S(p?*) < op. 因此 


op > p(n) II S(k). 


k=1 


ΧΗ n > 5 HT, y(n) > 1, S(k) > 1(k = 2,3,… η). 因此 


πι 
az lo(n) ll S(k) > 2-1, 
Ῥ k=1 


然而 , 由 于 1 十 n 十 … 十 n"-! 是 奇数 , 有 pc «n? 和 


nlan  nlnn 
« 


Inn. 
inp jn3 cnm 


ας 


从 而 


nlnn 22", n>5, 


显然 当 ”> 5 时 , 这 是 不 可 能 的 . 因此 方程 只 有 一 个 解 ”= 1 
另外 , 讨论 另 一 个 方程 的 求解 , 即 
定理 3.2.2 方程 5S(n) = p(n) 只 有 5 AR, 依次 为 


n — 1, 8, 9, 12, 18. 
证 明 B n= pipro pe 为 n 的 标准 素 因 数 分 解 式 , WA 
S(n) = max (S(p;?*)) := S(p?). 


1<i<k 
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所 以 从 S(n) 和 p(n) 的 定义 知 


e(n) 2 pt? (pi — 1)p9 (pa — 1) -- pe^ (px — 1) 
—e(p*)o(ni) = p^! (p Ί]φίπι) = S(p?). 


显然 n = 1 是 方程 S(n) = y(n) 的 一 个 解 . 24 ”> 1, 分 下 列 三 种 情况 讨论 : 
(1) WR a=1 H n=p, 那么 S(n) p p—1- ylin). 也 就 是 说 , 没有 任何 素 
数 满足 这 个 方程 . 如 果 a = 1 上 且 n= np, WA S(n) -p»Z(p-1)(m) = φίπιρ). F 
是 这 个 方程 也 没有 解 . 
(2) WÈ a = 2, 那么 S(p?) = 2p ΠΠ E. (pn) = plp 一 1)p(n1). 所 以 在 这 种 情况 
下 当 且 仅 当 
(p - 1)g(ni) 2 2 


时 S(n) = y(n) 才 成 立 . 

此 时 , 就 会 出 现 两 种 情形 : p—1—1, φίπι) —-—280p—1-2, φίπι) = 1， 即 ， 
p=2, ni =3 Ñ p=3, n =1 È n -- 9. 

于 是 该 方程 有 三 个 解 : n = 12, 9, 18. 

(3) 如 果 a = 3, 显然 S(23) = w(23) = 4, 所 以 n = 8 满足 这 个 方程 . 

如 果 a > 3 并且 p > 2, 注意 到 


p? > 2 一 (1+1 一 1+a 一 2 十 .十 1> oa 


即 
pc > ap > p™ lp 一 Dolma) > αρ, 
但 是 
S(p?) < ap. 
所 以 此 时 该 方程 无 解 . 


根据 以 上 三 种 情形 , JE Sin) = p(n) 有 且 仅 有 五 个 解 , 依次 为 


n — 1, 8, 9, 12, 18. 


3.8 XT Smarandache 函数 和 伪 Smarandache 函数 的 方程 
定义 3.3.1 对 任意 的 正 整 数 n, 定义 伪 Smarandache 函数 为 


20) = min {ke N: nE) 


3.8 XT Smarandache 函数 和 伪 Smarandache 函数 的 方程 


Aschbacher 在 文献 [21] 中 提出 了 关于 方程 


的 两 个 问题 . 
(1) 证 明 当 ”是 偶 完 全 数 时 , 满足 方程 ; 
(2) 证 明 方程 有 无 穷 多 个 正 整数 解 . 
本 节 就 来 讨论 这 两 个 问题 . 
定理 3.31 — 35 n 是 偶 完 全 数 时 , n 是 方程 S(n) 一 2Z(n) 的 解 . 
证 明 ”由 文献 [22], 24 n 是 偶 完 全 数 时 , 则 


n — 2? (2? — 1), 


其 中 p 为 素数 . 
S(n) — 2? — 1. 
另 一 方面 , 由 于 
2ώ -1)((Q0*—1)4-1)-n, 
这 样 
Zn)=2 — 1. 
于 是 完成 了 定理 3.3.1 的 证 明 . 


定理 3.3.2 ”方程 S(n) = Z(n) 有 无 穷 多 个 解 ， 
WEB] Bp 是 一 素数 , Hp — 3(mod 4). 由 于 93) = 2, S(p) =p, 


S(2p) = max(S(2), S(p)) = max{2, p} = p. 
4 t — Z(2p), 由 Z(n) 的 定义 
jr +1) = 0(mod 2p), 


BI t = 0(mod p), RÆ t+1=0(mod p), AJE t 2 p — 1. 
zP- 1) = 0(mod 27), 


也 就 有 1 
zP? — 1) = 0(mod 2). 


但 是 , HF p=3(mod 4), 出 现 了 矛盾 . 因此 必须 


t 2p. 
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又 由 于 p 十 1 三 0(mod 4), 所 以 有 
3p(p + 1) = 0(mod 2p) 
和 + — p, Β n — 2p 是 方程 的 解 由 于 存在 无 穷 多 个 素数 满足 p = 3(mod 4), 因此 方 


程 有 无 穷 多 个 正 整 数 解 . 
3.4 关于 Smarandache 对 偶 函 数 的 方程 
定义 3.4.1 ”对 任意 的 正 整数 n, Smarandache HE iXX S*(n) 定义 为 
S* (n) 2 max(m| m!|n}. 


Smarandache 对 偶 函 数 与 Smarandache 函数 有 着 非常 密切 的 关系 . 因此 研究 
Smarandache 对 偶 函 数 的 性 质 非常 有 意义 . 现在 给 出 另 一 个 Smarandache 对 偶 函 数 
S,(n) 的 定义 . 

定义 3.4.2 ”对 任意 的 正 整 数 mw Sin) 表示 为 最 大 的 正 整 数 m 使 得 mh |n, Fg 


Si(n) = max(m| m*[n). 


另外 再 给 出 一 个 函数 的 定义 . 
定义 3.4.3” 设 nn 是 任意 一 正 整 数 , 函数 Nn) 定义 为 n 的 素 因 子 的 个 数 , P 
n = prp? ppt, Ri 
N(n) = al 十 aa2 十 … 十 ar. 


在 此 构造 并 讨论 方程 
S3(1) + 5s(2) 十 … 十 53(m) = 3R(n) 


的 正 整 数 解 问题 . 
引 理 3.4.1 对 任意 的 正 整 数 n > 8, 有 


53(1) + $3(2) Tee + Sa(n) > 36(n). 
WER 令 n=p?'p2?…p?", 当 n>8 时 有 
S3(1) + $3(2) Too Ss(n) > n. 


Hi R(n) 的 定义 
N(n) = αι oat |-ᾱ-. 
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因此 只 需 证 明 不 等 式 
prep > 3(aa 十 ao2 十 …… 十 ar). 


Xi r 用 数学 归纳 法 进行 证 明 . 
(1) 如果 — 1, 则 ”= pt. 
(a) 如 果 p, = 2, WA αι 24, 因此 


2523.4, 2?" > 8αι. 
(b) 如 果 pi = 3, 5 和 7, WA αι > 2, 因此 
i^»3.2, i? > 3o, i= 3,5,7. 


(ο) 如 果 pi > 11, 则 有 αι > 1, 因此 


pr > ϑαι, 
Bü r= 1 时 成 立 . 
(2) 假定 对 所 有 的 r > 2 也 是 成 立 的 , 证 明 对 所 有 的 ~ 二 1 也 成 立 . 由 假设 归纳 可 
知 
pp ΜΟΙ... 
Pr+1 为 素数 ， 
Pe > pul. 
由 此 可 以 得 到 


αντι 


PIP τς Pri > δίαι 1- α1 十 … 十 ar)(ar+l 十 1). 
注意 到 , 如 果 a > 1,5» 1, 9 a-b2 a4 b, 因此 


(αι 十 aa c o*)(o41- 1) 201 4 02 +- tar tary 1 
αι 十 a2 +--+ ar αγμι. 


从 而 


29 . Cr 十 1 


Pi P3 Pr Pri > 3(aa 十 aa +: + ar αν). 


于 是 完成 了 引 理 3.4.1 的 证 明 . 
定理 3.4.1 ”对 任意 的 正 整数 n, 方程 


53(1) + $3(2) -- --- + Sa(n) = 8Ω(τ) 
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只 有 三 个 解 :m 3, 6, 8. 
证 明 ”把 正 整数 分 成 两 类 : 
(1) 如 果 n <8, 由 Skin) 和 Rn) 的 定义 , WA 
Ss(1)=1, S53(2)=1, 5s(3)=1, δα(4) -- 1, 
Ss(5) =1, S3(6) =1, Ss(7) Ξ1, Ss(8) 一 2， 
21)-0, 0(2-—1, 0(3-1, 0(4)-2, 
Q(85)-1, (69-2, Q(7)—1, 0(8)—3, 
则 有 
Ss(1) + δε(2) + 5s(3) = 8Ω(8), 
S3(1) + S3(2) + --- + S3(6) = 30(6), 
(1) + $3(2) ἠ--:' + S3(8) = 8Ω(8). 


因此 ”= 3,6,8 是 方程 的 正 整数 解 . 
(2) 如 果 n > 8, 由 引 理 3.4.1, 24 n > 8 时 方程 无 解 , 即 方程 


S5(1) + 53(2) + + 53(n) = 30(n) 


只 有 三 个 解 :n = 3, 6, 8. 
于 是 完成 了 定理 3.4.1 的 证 明 . 


3.5 Smarandache 方程 及 其 整数 解 
S Q 表示 所 有 有 理 数 的 集合 , ac Q\{ 一 1,0,1}. 在 文献 [1] 中 有 关于 方程 
ras 十 lg — 2a 
. rz 


的 整数 解 的 问题 . CRE 25] 证 明了 该 方程 有 且 仅 有 一 个 实数 解 z = 1( 参 阅 文 献 
[1]). 现在 把 这 一 问题 进行 推广 , 即 讨论 方程 
1 1 1 


一 a 十 一 a 十 … 十 一 a”"* — na 
Zi I2 Zn 


的 整数 解 的 问题 . 
定理 3.5.1 对 任意 给 定 的 实数 α £ 0, 如 果 T1, $22,177, Zn 满足 TiTa TYn = l, 


EE 0071 1 
-α + --α5 4 ...-F —9a*" — na 
21 Z2 Zn 


3.5 Smarandache 方程 及 其 整数 解 


只 有 一 组 非 负 实 根 χι = xX2 二 :…= zn=1. 
证 明 ”分 两 种 情况 来 讨论 : 
(1) 当 a>0 时 , 令 
1 1 1 


Γίσι,σο, ttt ,Tn—1, Tn) -——gn 十 ---αὖ2 +--+ 一 QZzn 一 
Tı T2 Tn 


如 果 把 Zn 看 成 是 χι» σου ,Zn—1 的 函数 ， 则 


f(z1, 22, ttt ,X8-1 Tn) 
1 zi 1 22 PN i 
= — q + ---ᾳ 十 e a" + Φ125”-: -Tn_1Q 12 ?nl — na, 
zi T2 Tn—1 


W } 对 每 一 个 变量 zi(i = 1,2,… ,n — 1) 的 偏 导数 为 


Of 1. 1 l ----- 
oz x ma- z ta 1 (£12 ''-En—1 — na) 


-1 G (ma- z) T a^ (z -ina)) ， 
Ti Ti Zn 


g(zi,22,--- ; £n—1, £n) 一 a? (μα - z) 十 azn (i — ina) , 
Ti T 


则 9 对 每 个 变量 σι 的 偏 导数 为 


再 令 


ὃ ina 1 
3 一 a% (ut πο me 一 mmoe+D 


ri Ti 


az 1135 8 azn (01M 3 
二 一 ~ na 一 二 2]. —— nlIna— 2 = . 
z? (( na 2) +4) MR (( Ina z) +) >0 


BARERA ία) = M - 3 当 z > 0 是 单调 递增 函数 , 所 以 
(a) 如 果 σι > £n, g > 0, — -> 0 对 变量 α, 是 递增 的 ; 
(b) 如 果 ri < z«, g < 0, 一 < 0,f 对 变量 α, 是 递减 的 ; 
(c) 如 果 αι = £n, σ--0, " = 0, 可 得 到 f 的 最 小 值 . 有 
Í > fume fa-mnes F t fr = en Z fermen = O, 


这 样 即 可 得 到 方程 只 有 一 个 整数 解 ri = za — απ]. 


. 85 . 
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(2) 当 a < 0 时 , 方程 可 写成 
二 De ta = nal. 


| 因此 可 知 z;(i = 1,2,… τι) 不 是 无 理 数 . 
Φ αἱ == z di D, ER, 则 p; 一 定 是 奇数 , 因为 非 负 数 没 有 实 平方 根 . 由 于 zi = 


Φοξ". = En = 1, Wl pipa: pa = 9142-… qn, 因此 9 也 是 奇数 且 (71) = 一 1(i = 
1,2,--- n). 在 这 种 情况 下 的 方程 就 可 写成 


1 1 1 
— |a|" + ---]α[52 +--+ ---]α|”" = π]α|. 
21 Zn 


由 (1) 的 结论 , 定理 仍然 成 立 . 
于 是 完成 了 定理 3.5.1 的 证 明 . 


3.6 ”关于 函数 or(m) 的 方程 


对 于 定义 2.6.1 的 函数 5.(n), W k= 2, WE δι(1) = 1, 62(2) = 1, δο(8) = 1, 
δο(8) =], 02(6) É2, ee l 
定义 方程 


Y = ôk (=) ; 


显然 n — 1 是 该 方程 的 解 . 但 是 除了 1 之 外 , 还 有 没有 其 他 的 解 ? 现在 来 讨论 这 个 方 
程 的 解 的 问题 . 
引 理 3.6.1 Je X n — 4m 38 n — Am - 3(m 一 12…)) 有 


Ya (i) > δ (nep). 


证 明 ”由 函数 o. (n) 的 定义 
(1) 如 果 n = 4m, 则 


2m((4m — 
Σ ES 》 1+ 》、 1= amm DD) o = 4m? + 2m, 
ixAm ix;ám 
28 3} 


但 是 
δ (ze +1) 


2 ) < mlam D) = n? em < 4m? 2m, 


3.6 关于 函数 δ(η) 的 方程 


因此 
X^ ὴ 5 δὶ (mem n). 


(2) 如 果 πι = 4m +3, 则 


4m--3 
Σ κω» Y e Σι 
i=1 iXAm43 -ig4m+3 
2n 2 
)--1 
- Qm Im 3)* D oe 1 am? 8m «5, 
但 是 
4 34-1 
δ; (“ΘΕΣ ) < (m + 1)(4m + 3) 
—Am? + Tm 4- 3 < 4m? + 8m 4- 8, 
因此 


4m--3 


Σ ia 人) > δα e) . 


结合 (1) 和 (2), 就 完成 了 引 理 9.6.1 的 证 明 . 
引 理 3.6.2 vR k=p ATER, Iž n — tp X ἐρ-- 1((— 1,2". 


YA > δι (= 2). 


证 明 ^ k—p 为 奇 素数 ， 
(1) WR n = tp, 则 


tp Ν 
. u — tp(tp--1) tp(t+1) ερ -tp 
2,0» >》 1=》 1 一 >》 = 2 o πι 


ixtp ixtp I&tp 
(Lp)=1 pi 


但 是 


tp(tp -- 1 Μάρ ε1 tp 一 [2 
δι (71 E up ) _ πο 


(2) WR n — tp — 1, W 


tp—1 


lstp—1 ixtp—l lxtp—1. 
(4p)=1 py 


3 


LOL Zis Yui- YeD -Di 


.87. 


) 时 , 有 


3 
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tp(tp — 1) t(tp—1)  üp-e? 
PD - p— p? 一 tp 
δε (==>) < 3 « ——3 
结合 (1) 和 (2), 就 完成 了 引 理 3.6.2 的 证 明 . 
定理 3.6.1 Je X k= 2°(@ —1,2,.--), 则 方程 


Yati) = τ ) 


PR —4 8 n=l. 
HERH 注意 到 对 任意 的 素数 p 和 正 整 数 Ur 有 (n, p) 一 (n, p?) (a = 1,2,- ` e) 则 
δρ(τι) = δρα (n), 方程 


LO 


y» (2) = δρα (=) 


i=1 


X6 =a (222). 


$—1 


因此 , 只 需 讨 论 当 = p 的 情形 . 把 正 整数 分 为 两 类 : 
(1) 如 果 n < 3, 由 函数 δι (π) 的 定义 有 


&0)-1 &()-1 δι(ϑ) =1. 
显然 n = 1 是 方程 的 解 . 


(2) 如 果 τι» 3, 则 对 任意 的 正 整 数 τι, 有 
(a) WR n — 4m -1 8E n — 4m 4-2, 显然 有 


等 价 于 


注意 到 在 和 式 Σ 4) ) 中 , 至 少 存在 一 项 使 得 6s (0) <i, 如 (62(4m) < m < 4m). 因此 


i=l 


Da < Di 200. 


951 i=l 


ΣΟΟ có (=) 


1 


(b) 如 果 n= 4m EE n — 4m -- 3, 则 由 引 理 3.6.1 有 


Sali > δ (e). 


i=1 


即 


36 ”关于 函数 δι (π) 的 方程 .89 . 


也 就 是 说 , 方程 在 这 些 情况 下 均 无 解 . 所 以 由 以 上 的 讨论 可 知 方程 只 有 一 个 解 n= 1. 
定理 3.6.2 de X k= p*(p 为 奇 素数 , a 一 1,2……)， 则 方程 


YA = δε (=) 


有 p 一 2 个 正 整 数 解 n= 1,2,3,- p- 2. 

证 明 ” 同 定理 3.6.1 的 证 明 方法 有 

(1) dE n<p-2, MH 1«icnp-—2, i (5p) = 1, pr) 一 因此 
n(n 4- 1) 


τὸ 
Σο —1424 n7 775 


i=1 
下 面 证 明 δι (ei). sen. 
事实 上 , 由 于 (n,On-1) 21 fin & p—2, ΑΤΡ (n,p) 2 1. 34m p—2 时, ΙΙ 


4 nrlzp-1 WS n+1=p-1, M (235.0) = 1; 如 果 n 十 1 <p 一 1, 则 


(51,5) — 1. 所 以 如 果 n<p-2, 则 有 CP, p)=1 
n(n--1)V  n(n-1) 
ὃν (=) ΠΕΝ 
因此 对 每 一 个 正 整 数 n «€ p — 2, 都 有 
"Mn n(n 4- 1) 
δι( = dp | 2827 N. 
2:0 ( 2 ) 
也 就 是 说 ,m = 1,2, ο. 2 都 是 方程 的 正 整 数 解 . 
(2) WÈ n » p — 2, 则 对 每 一 个 正 整数 t+ 有 
(a) WR n —tp--r(1&r«p—2 是 一 正 整数 ), WA 
‘n(n+1l)\Y  n(n-c1) 
δὲ (=) ΠΕΝ 


注意 到 在 和 式 D (i) 中 , 至 少 存在 一 项 使 得 ali) <i 如 up) < t < tp). 因此 


i=1 
Σολ ο 


i=l ἔξ 


Y^ δι «δν (5) . 


1-1 


即 
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(b) ΠΕ n= tp R n= tp — 1, 则 由 引 理 3.6.2 有 
Y i) > δὲ (: ern). 


结合 (a), (Ὁ), 可 知 在 ?”> p 一 2 下 方程 无 解 . 由 (1) 和 (2), 方程 和 月 p — 2 个 正 整数 解 ， 
于 是 完成 了 定理 3.6.2 的 证 明 ， 


3.7 XT Smarandache 原 函 数 S,(n) 的 方程 


在 文献 [1] 中 的 第 47,48 和 49 个 问题 中 , Smarandache 教授 建议 研究 Smarandache 
原 函 数 %(n) 的 性 质 . 首先 

EX 3.7.1 dE p 是 一 素数 ,n 是 任意 的 正 整数 , Smarandache AAA Sp(n) 定义 
为 最 小 的 正 整 数 γι, 满足 p" [m!, ΒΡ 


Θρίτ) = min(m € N : p"|m!]. 


例如 , δα(1) = 3, 53(2) = 6, Sa(3) = 5α(4) = 9, -> 

XT Smarandache 函数 S(n) 以 及 Smarandache 原 函 数 Spn) 的 方程 解 的 研究 
是 重要 和 有 意义 的 课题 . 前 面 已 经 讨论 了 一 些 关 于 Smarandache 函数 的 方程 的 解 的 
问题 . 现在 来 研究 两 个 包含 Smarandache 原 函数 S, (n) 的 方程 


» Sp(d) = 2pn 
d|n 
和 
Su n(n 4 1) 
Σ =s (2) 
的 可 解 性 . 


先 介绍 两 类 特殊 的 数 : 完全 数 和 Mersenne 数 . 

定义 3.7.2 ”一 个 数 恰好 等 于 它 所 有 的 真 因子 的 和 , 这 样 的 数 叫做 完全 数 ， 

定义 3.7.8 θα M, = 2^ — 1 的 数 称 为 Mersenne XX. 如 果 27 一 1 是 一 素数 , 
则 称 它 为 Mersenne 素数 . 

引 理 3.7.1 ”对 任意 的 正 整数 ma mo, o, mn 且 (mi, ma, Mna) -- 1, WA 


mailma! mal|mi + ma t+ + mn — 1). 


证 明 ”因为 (mmo ,mn) = 1, 所 以 存在 整数 αι ας... αν, 使 得 aimi 十 


3.7 关于 Smarandache MAX S,(n) 的 方程 -91- 


ajma +--+ anm — 1. 上 式 两 边 同 乘 以 (mi +m 十 … 十 mn — 1}! 可 得 
a17m3 (m4 4- ma +--+ mq, — 1)! 1- agmo (m; 4- ma t+ + m, — 1)! 
Ted asma(m d ma t scd ma -- 1)! 
— (ma +m 4 + mas — 1)! 
注意 到 (mi — 1)!ma! -mal (mı + ma t+ 二 + ms — 1) 所 以 有 
m3 Ima! - - mna! (mi + ma + + ma — 1) m4. 
同 理 可 得 
malmal = Ma! (mi + ma + + mn — 1) πια, 
mama! ---γγη]{πνι + πιο + ma — 1)! mas, 
从 而 
mama! -- ma! m3 + ma E - 4 mq — 1)|. 
于 是 完成 了 引 理 3.7.1 的 证 明 . 
引 理 9.7.2 设 m 是 正 整 数 , p 是 素数 , BA pln, 8A α- V7 I]. 
i—1 
证 明 ”参阅 文献 [15]. 
定理 3.7.1 ib p 为 素数 , 则 对 任意 的 正 整 数 n « p, 方程 
2 Spld) = 2pn 
dln 
当 且 仅 当 n 是 完全 数 时 成 立 . 如 果 n 是 一 偶 完全 数 , M π-- 27127 1, 72 2. 


》 δρ(ὔ = Σ pd = po(n) = 2pn, 


d|n d[n 


e 


即 
oln) = 2n. 
由 完全 数 的 定义 可 知 ”是 一 完全 数 . 
由 于 20 — 1 是 素数 , 则 (2771,27 - 1) = 1. e(n) EARRA olp) — p-1— 2^, 
因此 
oln) = σ(2΄-1)σ(2" — 1) = (27 — 1)((2" — 1) - 1) 2 2"(2" — 1) -- 2n. 
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所 以 n 是 一 完全 数 . 
反之 , 假设 ”是 任意 的 偶 完全 数 , W n = 2771 k, 其 中 天 ERAH k> 2, 则 
2^k = 2n = σ(π) = σ(2"-1Κ) = σ(2΄-Ί)σ(Κ) = (27 — 1)o(k). 
因为 (27,271) 2 1, 为 了 使 Fk = (27 — 1)o(k) 成 立 , k 必须 有 因子 27 — 1. 所 以 假设 


k = (2" — 1)g, ΜΙ 
c(k) — 21 — k- q, 


即 & 只 有 两 个 因子 上 和 94. 所 以 gq=1,k=2" 一 1, 且 k ERK. 
事实 上 , 如 果 对 某 个 正 整 数 027 - 1 是 素数 , 则 > 也 是 素数 . δὲ aR ὃ 为 两 个 正 
整数 , 则 
Tab --- (ze 1)(zete 一 切 十 Ta 一 2 reed αὖ 十 1). 


所 以 如 果 n EAR, 则 2^ — 1 也 是 合 数 . 于 是 完成 了 定理 3.7.1 的 证 明 . 
定理 3.7.2 ip 是 一 素数 , 则 对 任意 的 正 整 数 n<<p, 方程 


355,0 - s (2&2) 


有 有 限 个 解 见 一 1 2 [| 


特别 对 p = 8, 5, 7, 有 
推论 3.7.1 方程 


Ss(1) + 642) + -+-+ Ss(n) = Ss (2) 


的 所 有 正 整 数 解 为 n= 1,2. 
推论 3.7.2 方程 


Ss(1) + S5(2) + --- + Ss(n) = Ss (0) 


HMA IE SEC AE 2 n=1,2. 
推论 3.7.3 方程 


S7(1) + 87(2) +--+ Sr(n) = S; (=) 


“|; ERAMA n= 1, 2,8. 
定理 3.7.2 的 证 明 ”首先 由 Sp(n) 的 定义 可 知 , 当 且 仅 当 n < p 时 , Spn) = pn. 


3.7 XT Smarandache 原 函 数 S,(n) 的 方程 -93- 


WR n >p, M δι) « on. 因此 假如 TED <p, 即 1<n< [0071 gA 


πο 


- . n(n--1 
Σ 9:9 ρε δρ. tnp ED, 


έξι 
结合 上 两 式 , FARA n=1,2, [LETI] 是 方程 的 解 
ο 


s (223) «620, 


2 
然而 
2,5.) 二 了 十 2p 十 …: 十 np= metn, 
因此 , 方程 无 解 . 
In n — p 1, W 
25,0) —pt2pt tp optpp— po t3, 
p-2H, 


255,0 = S0) + S0) $3) = 20 333 1ο, 
n(n 4- 1) 
而 S, (2) = $3(6) = 8 < 10. 此 种 情况 下 方程 无 解 . 
2 = 3 时 ， 
》 S,(i) = 53(1) + S3(2) + 53(3) + Ss(4) = 
i—1l 
而 S, nnti) = Ss(10) = 24 < 27. 所 以 此 种 情况 下 方程 也 无 解 . 
当 p > 3 时 , 考虑 到 


39 t3, = 27, 
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" p -3p-2 
^9 ?P| p-3»-2 [p-3p-2 
M—— ut Ex 
i=l p 
p -3p—2 ΡΕΙ p^-4p—1. (p+1)(p+2) 
c3 Τα 07.34 273 5 


da 1 2 ?..3p —2 3 
s (2 pt ) « (p t3- jp< Ppt ) o. 


即 
Ys >s, (=) l 


Aiii n=p+1 ΒΕ. 
如 果 nz p+2, 那么 总 存在 Mi < i(i = 1,2,- uM ,n), 使 得 Sp(1) = M1p, Sp(2) 一 
map, :::, Sy(n) = map. 所 以 


n 
5o) 2 mp + map + --- + map 
i=1 


— (mi + ma +--+ mn)p. (3-1) 
事实 上 ， 有 m; — 1, m —2,---, Mp = D, 并 且 由 Sp(n) 的 定义 ， 有 


另 一 方面 , 注意 到 mp = p, Mpt = p +1, 所 以 Mp, moti, t, m, AR, 当 

p» 2 时 , 利用 取 整 函数 [z] 的 性 质 并 结合 引 理 3.7.1 和 引 理 3.7.2 及 (8-1), 有 

Y [es + m2 | 

i=1 

=m tm + -e {τῇ - 1 

+5 E +m M 4 ma)p 一 J 
i=2 

二 mi 十 mz 十 … 十 mn 一 1 

£y [e mte ipte 1] 
i=2 


=mi + mMm +: Γτηπ-- 1 


53 s 


-1 
90 DP ερ 14 (ms mpi ++ ms — 1)p 
152 
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PO-1),, 1 
>m, +m +--+ EAM 


i—2 


oo 
Mp + Ti boc ms -1 
ο... 


i—l 


met en o ms 1] 


oo 
>m em eem +Y | z 


i—1 


(Cn EDI x) 


(it 


i=1 


-ha ει 


ΞΞ1 i=1 


3j 二 Tl 十 m2 十 … 十 Mp1 


ο nc tD, 


也 就 是 说 p? (ma + ma e e ma)p — 1). 因此 


1 
s, (2029) cmi omi mn)p 1 


< (m; 4 ma 十 … 十 nn)p， (3-2) 
结合 (3-1),(3-2), 可 得 55(1) + Sp(2) +--+ Spln) > S, ("e uy 当 = 2 时 , M 


理 于 上 面 的 分 析 , 容易 得 到 5,0) + 8,2) +--+ Spln) > Sp (ne). 所 以 , 当 


n 之 p 十 2 时 , 方程 无 解 . 
综 上 , 完成 了 定理 3.7.2 的 证 明 . 


3.8 ”包含 Smarandache 函数 的 方程 
对 于 Smarandache 函数 的 求 和 式 >》 S(a), 不 难 发 现 : 当 n 为 素数 p 时 有 不 等 


d|n 
RESA > πι W n = p? (p > 3 为 素数 ) 时 有 Y, (d) < n 于 是 很 自然 地 想 
d|n din 
5l, 对 于 哪些 自然 数 τι, 会 有 方程 》 5(d) = n 成 立 ， 在 此 应 用 初等 方法 研究 方程 


dln 
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ESA) = n, 并 给 出 了 它 的 所 有 解 


dln 
首先 需要 几 个 简单 引 理 并 作 以 下 证 明 . 
引 理 3.8.1 ”方程  /S(d) — n RA n — p* 形式 的 正 整数 解 , 这 里 了 为 素数 ,oa 


d|n 
为 任意 正 整数 . 
证 明 ”用 反 证 法 进行 证 明 . 假定 方程 .》 SA) = n 有 n= p? 形式 的 正 整 数 解 ， 


din 
则 有 
» Sd =} S(d) =1 + S(p) + S(p?) + S(p) +--+ S(p?) 


d|n d|p* 
=1 +p +2p+ S(p) +- + δρ”) = p°. 


注意 到 对 任意 正 整 数 5 有 zlS(p2). 从 上 式 等 号 右边 可 以 看 出 p|p?, 而 左边 从 第 二 项 开 
始 均 有 p|S (p), 从 而 推出 p[1, 与 pt 1 矛盾. 所 以 方程 》 ^ S(d) =n 没有 n= p? 形式 


din 

的 正 整数 解 . 

引 理 3.8.2 设 n>1 且 nn 二 p?'p9?…p2* 是 n 的 标准 素 因数 分 解 式 , 则 方程 
Y s(d) =n 有 解 的 必要 条 件 为 Qa1 > 2 且 天 > 2. 
d|n 

ΜΗ κ — kt, 由 引 理 3.8.1 知 该 方程 无 解 . 于 是 若 该 方程 有 解 则 必 有 大 > 2. 

此 时 假定 ak = 1, 即 n = pipacz --- py?* = pim B. (ρι,πι) = 1, 注意 到 对 任意 pjm 
有 S(mp) = S(p), 于 是 有 


> s(d)— V^ Y, S(didz) = 》 S(d2) - Y, S(pido) 


d|n di|p1 ἀα[πι da|m d5|m 


= M S(dz) + S(p1) + X` S(pida) 


da|m dajm 
d2>1 


=Ñ S(d2) + S(pi) + X- 5(da) 


dz|m dz|m 
dz>1 


22V S(d2)+ pı — 1 pim, 


d3|m 


这 是 因为 p; = 2 时 , 上 式 左边 为 奇数 , 而 右边 为 偶数 ; pi > 2 时 , 上 式 左边 为 偶数 , 而 
右边 为 奇数 . 所 以 , 要 使 方程 》 S(d) = n 成 立 必须 al > 2 且 k > 2. 于 是 完成 引 理 


d|n 


3.8.2 的 证 明 . 


38 包含 Smarandache 函数 的 方程 .97 . 


引 理 3.83 S n28H, aj ?* 22 
证 明 GEn28Hnc-prpy POEM n 的 标准 素 因 数 分 解 式 . 注意 到 : 
ν΄ 2e 
axi? La? 20 > 9) "I JP: > 2 所 以 分 为 以 下 几 
种 情况 来 进行 讨论 : 


(1) 如 果 有 一 个 a; > 3 (1 < i « k), WA 


n k pi™ 23 
—-][-——2Zz—-a 
dn) 11αι117 3+1 


(2) 如 果 max (os) — aj —2, MWS p; 2 3 时 有 
η - k p; > 32 
a ας 
而 当 广 = 2 时 ,n 至 少 有 两 个 不 同 的 素 因 子 , 于 是 有 


n : MU o»: 3 1l 
ἀπ) λα” 2+1 141 


(3) 如 果 o; = 1(i = 1, 2,- ,k), W n(> 8) 至 少 有 一 个 素 因 子 25, 于 是 


> 2. 


、5 
ΠῚ -fL*; ix1?37* 
综 上 立刻 完成 引 理 3.8.3 的 证 明 . 
现在 结合 上 述 引 理 来 完成 定理 的 证 明 . 
定理 3.8.1 ΧΕΙ n, 方程 
S(OD)=n 


d[n 


成 立 当 且 仅 当 n == 1, 28. 
证 明 ”同样 设 n = ppr- ο". 从 Sin) 的 定义 容易 看 出 n = 1 是 方程 


Y S(d) = n 的 一 个 解 . 当 n > 1 时 , 分 下 列 两 种 情况 讨论 : 


din 
(1) HIE k — 1 Β n — p^, Η 338 3.8.1, 该 方程 没有 这 种 形式 的 解 . 
(2) 11 k 22, 350; = 1 HJ, 由 引 理 3.8.2, n 不 是 该 方程 的 解 . 
当 αι 22 时, 由 S(n) = max {S(p7")} = S(p^), 可 设 n = pr' pr? ρε" = prm 


1«ixk 


B (m.p) = 1, 下 面 来 讨论 m —2, 3, 4, 5, 6 时 方程 ^ S(d) = n 的 解 的 情况 : 


din 
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24 m —2 时 , Β n = 2p? (p 2 3), 由 引 理 3.8.2 Ἀ n = 2p* 不 是 该 方程 的 解 . 
当 πι -- 8 Bj, BI n= 8ρα. IERT, Æ p > 3, 由 引 理 3.8.2 知 n= 3p? 不 是 该 方程 的 
解 ; 34 p —2 B] n —3.29 时 , AA n = 6, 12 不 满足 方程 ^ S(d) = n. TEË n 


d|n 
足 该 方程 , 则 必须 有 a > 3, 那么 
Ysa) = M Sa = Y Sla) +Y 5(3d) 一 2》 Sd) 355 3.27, 


d|n d|3-2e d|2e αρα d|2e 
结合 上 述 两 种 情况 可 以 得 出 ”= 3p? 不 是 该 方程 的 解 . 
X m= 4 Bf, Bl n = 4p° (p > 3), A 


Σ; (4) = V S(a)- V, δ( + V; 9(34) + > S(4d) 
d|n d|4p^ d|p* d|p* d|p* 
33 ^ S(d) +4= 4p*, p5, 
d|p* 
3>》 S(d)+5#4-3°%, p=3. 
d|3e 


而 当 p>5 时 有 


3» 5(d) +7= 4p°, 
d|p* 
d»1 
Ext? p| Y, S(d), p | p^, ΒΙΟ p | 7, 从 而 p = 7, 也 就 是 说 n=4.7=28 是 方程 的 
d|p^ 
d»1 


解 . 
当 m = 二 5 时, 即 n= 5p?*. Æ p > 5 时 ,由 引 理 3.8.2 4} n — 5p? 不 是 该 方程 的 解 ; 
34 p=2 8 n=5-2% 时 , 显然 n = 10, 20 不 满足 方程 》 5(d) = n. 于 是 车 n 满足 
d|n 


该 方程 , 则 必须 有 a 3, 此 时 由 于 412-2 V ^ S(d) + 8, 所 以 
d|2« 
d»1 


》 δῶ- M οὢ - 3, Sd) +Y S(5d) - 295 5(4) 1815-25, 


d|n d|5-2e dl2° dj2° d|2e 


24 p=3, B n — 5.39 时 ,显然 ”= 15, 45 不 满足 方程 》 S(d) = n. 于 是 同样 若 nW 


d|n 
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足 该 方程 , 则 必须 有 a > 3, 此 时 由 于 312-2 ^ S(d) 1-6, 所 以 
dl3= 
d»1 


»ο(ὢ- V, δία) =Y 5(4) + Y, 554) -- 29 5( - 6 
d|n d|5.3e d|3e d|3e d|3e 
-212γ S(d) 6515-35. 
d|3e 
d»1 


从 而 就 可 以 得 出 ”= δρ” 不 是 该 方程 的 解 . 

X m = 6 时 , BI n = 6p? -- 2. 3-5, 由 引 理 3.8.2, n = 6p? 不 是 方程 的 解 . 

当 m=7 了 时 , BU n —7-p?, 同样 车 p>7 时 ,由 引 理 3.8.2 知 m = 7p? 不 是 该 方程 
的 解 ; 当 p==2 Bf n= 7-20 时 , 显然 n — 14 不 满足 方程 S(d) - n. 当 aw > 3 有 


djn 


»ο(ὢ - M S(à) - > S(d) - YS(7d) =2 Sd) - 14 — 7. 2*. 


din d|T.2» dl2° dl2° dl2° 
此 时 当 a = 2 时 上 式 成 立 , 但 由 于 22 < 7 5 S(n) = qax (S(p;*)) :二 S(p*) FJ; 5 
a > 5 时 ,有 


7.2? — M^ S(d)= V; 52) < S(2°)d(7 - 25) < 4o(a +1), 
d|7-2* d|7.2e 


用 归纳 法 很 容易 证 明 当 a > 3 时 , 不 等 式 7-202 < o(o 十 1) 是 不 可 能 的 . 
当 p=3 即 n==7.3° ΠΗ, 显然 ”= 21, 63 不 满足 方程 》 5(d) =n. 而 当 a 3 8 
. adln 
时 有 


,5(d)- Y; S(d) < S(3°)d(7. 3°) < 3a -2(o +1). 
dln dl7-3° 


显然 当 a>3 时 7.3° < 6a(a 十 1) 是 不 可 能 的 . 所 以 n — 7-39 不 是 原 方程 的 解 . 
当 p=5 即 n=7.52 时 , 显然 n = 35 不 满足 方程 》 S(d) = n. 当 a>2, 有 


dln 


325(à — Σ᾽ S(d) - D5(d) - Y, δ(τῶ-25 δία) - 8 7-5". 


dln dl7:5% dl5° dise d|5e 


结合 上 述 各 种 情况 就 可 以 得 出 n = Tp? 不 是 该 方程 的 解 . 
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WE πι 2 8, Η. n= mp? 满足 方程 > sla) = mp?. 那么 有 


djn 


mp = Y) S(à)« Y, Sq?) < S(p*)d(mp") 
dimp% d|mp* 


— S(p*)d(p^)d(m) = S(p?)(a + 1)d(m), 


即 有 不 等 式 
S(p?)(a + 1)d(m) 5 1. 


mp% 
这 里 用 到 了 除数 函数 din) 的 性 质 , 它 是 一 个 可 乘 函 数 . 由 引 理 3.8.3, 24 πι > 8 时 ， 


dij ? 5X α29 时 , 由 S(n) 的 性 质 有 SQ") «αρ. 所 以 上 述 不 等 式 即 为 


l< S(p?)(a + 1)d(m) » αία 十 Dp 
mp? 2p* 
而 当 a > 4 或 者 a > 3,p > 3 时 , 不 等 式 2p? < ala + 1)p 是 不 可 能 的 . 从 而 可 以 得 出 
结论 : 当 m > 8 时 , 此 方程 无 解 . 
现在 结合 (1) 和 (9), 立刻 得 到 方程 


X Sd) =n 
d|n 


有 且 仅 有 两 个 解 , 它们 是 ”= 1, 28. 
于 是 完成 了 定理 3.8.1 的 证 明 . 


3.9 包含 平方 补 数 的 方程 


2.1 ΧΕ XT n H k 次 补 数 函 数 ακ(π), 即 ακ(π) 表示 能 够 使 mak(n) 成 为 完全 大 
次 宕 数 的 最 小 正 整数 . 特别 对 大 = 2,3,4, ΒΕ az(n) Ἢ πι 的 平方 补 数 ,as(m) 为 n 的 立方 
补 数 及 aln) 为 n 的 四 次 方 补 数 等 . 例如 , a2(1) = 1, az(2) = 2, αο(3) = 3, az(4) = 1, 
aa(5) 一 5， a2(6) =6, a2(7) =7, a2(8) -- 2, a3(9) ml, 

在 此 , 研究 了 一 类 包含 平方 补 数 函 数 方程 的 可 解 性 , 证 明了 该 方程 有 无 穷 多 组 正 
整数 解 . BI 

定理 3.9.1 iE om 为 完全 平方 数 , 那么 对 任意 正 整 数 22, 方程 


a3(n1) + αρ(πα) + --- + az(nk) = M - aa(mi 1- na o --- - n) 


有 无 穷 多 组 正 整数 解 (nins, -- ,nk). 
用 初等 方法 及 哥 德 巴赫 猜想 的 结论 来 完成 定理 的 证 明 . 为 引用 方便 , 首先 介绍 陈 
景 润 定 理 及 三 素数 定理 的 结论 
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陈景润 定理 ”任意 一 个 充分 大 的 偶数 2N 都 可 以 表示 成 2N = pit pa 或 者 
2N = pi 十 paps, 其 中 pi, 2, ps 为 不 同 的 素数 ， 

三 素数 定理 ”任意 一 个 充分 大 的 奇数 都 可 以 表示 成 三 个 奇 素数 之 和 . 即 2N 十 1 = 
Ρι Γ22 十 pa, 其 中 pi, pa A ps 为 奇 素数 . 

关于 这 两 个 著名 定理 的 证 明 参 阅 文 献 24]. 

现在 完成 定理 的 证 明 : 由 a(n) 的 定义 及 性 质 显然 有 az(p1) = pı, a2(p1p2) = pip, 
ag(n?p) = p, 这 里 p, pl 及 pa 为 不 同 的 素数 . 由 于 πι 为 完全 平方 数 , 所 以 可 设 m= μὲ, 
下 面 讨论 & 的 不 同情 况 . 

(1) 34 k — 2 时 , WR j 为 奇数 , 则 μὲν 为 奇数 ,202p 为 偶数 , 于 是 由 陈景润 定理 ， 
当 252p 足够 大 时 有 2j2p = pi 十 pa 或 者 2p2p = pi + papa, 其 中 pi1,p2;ps 为 不 同 的 素 
数 . TER ni = pin2 = pa 或 者 n = Ρ1/12 = papà, 则 有 


μ΄ αο(πι + n2) = μ”αρ(2μ᾽ῃ) = p? - 2p = ni + n2 = αχ(πι) + az(nz). 
由 于 p 为 任意 充分 大 的 素数 , 所 以 (πι, πο) 有 无 穷 多 组 , 即 原 方程 有 无 穷 多 组 正 整 数 
解 (n1,n2). 因此 , 定理 的 结论 是 正确 的 . 


如 果 / 为 偶数 , 则 pp 为 偶数 . 同样 由 陈景润 定理 可 知 当 μὲρ 足够 大 时 有 p?p = 
pi pa 或 者 μ2ρ-- pi + pops. 因而 有 


µλαρ(ρι + p2) = H2aa(p2p) = p?p = pi + pa = a2(p1) + a2(p2) 
或 者 
L202(p1 + pops) = μ΄ αμ”) = u?p = pi + paps = a2(p1) + az(papa), 


即 此 时 方程 有 无 穷 组 正 整数 解 . 
(2) 34 k 2 3 时 , WR u 为 奇数 , 则 μῦν 为 奇数 . 于 是 由 三 素数 定理 知 对 于 足够 大 
的 奇 素数 p 有 up = pı + p2 + p3, E πι = P1, n2 = p2,n3 = pa, 则 有 


pAaa(ni + πο + ns)= µλαρ(ρι + pa + pa) = p72a2 (12p) 
= p?p = pi + pa + ps 


=Q2(n1) + az(n2) + as (na). 


如 果 / 为 偶数 , 则 u?p 为 偶数 . 于 是 由 陈景润 定理 可 知 对 于 足够 大 的 素数 p 有 
pp 二 2 十 pi 十 po 或 者 12p — 2 十 十 p2pa. 因而 


La2(2 + pı + p2) - μ΄ αο(μϱ) = p?p = 2 + pi + pa 
=a2(2) + αα(ρι) + αα(ρα) 
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或 者 


μ”αρ(2 + pi + papa) = ^as (u?p) = p?p = 2 + pi + paps 
=a2(2) + a2(p1) + a2(p2p3), 
即 此 时 方程 也 有 无 穷 组 正 整数 解 (ni, no, na). 

(3)34 k > 3 时 , 分 两 种 情况 讨论 : 

(a) 如 果 u HAR, 则 μὲρ 为 奇数 . 于 是 当 为 奇数 时 , 对 充分 大 的 素数 p, up 
BEBK, 由 三 素数 定理 (推广 形式 为 : 设 k » 3 为 奇数 , 则 任意 充分 大 的 奇数 都 可 以 
表示 成 上 个 奇 素数 之 和 ) 不 难得 到 u?p = pi 十 pz 十 … 十 pk. 因而 有 

μ”αρ(ρι + pa +-+: + pr) -µ”αρ(μ”ῃ) = Kp = pi ἠ- pa - + pr 
--αρ(ρι) + a2(p2) + -+ a2 (px). 
此 时 取 πι = pina = pa, ,ng = pi, 并 注意 素数 p 的 任意 性 即 可 得 定理 9.9.1. 

WE k AEA, 则 当 μῦν 足够 大 时 , 同样 由 三 素数 定理 的 推广 形式 容易 得 到 pp = 
2 十 pi 十 pz 十 … 十 pk-1. 于 是 

Hp2aa(2+Pl 十 pa 十 … 十 pk 1) 
— u^az(u?p) = u?p — 2 -- px -F pa 十:… 十 pp -1i 
—a2(2) + az(p1) + a2(p2) + :+ a2(px—1)- 
取 m —2,n2 = pir- nk οκ. i 得 到 定理 3.9.1 的 结论 . 即 此 时 方程 仍然 有 无 穷 组 正 
整数 解 (πα, ο, ttt nk). 

(b) 如 果 / 为 偶数 ,jy2p 也 为 偶数 . TEA k 为 偶数 时 , 对 充分 大 的 up, 设 μὲρ = 

3 十 pi 十 p2 十 … 十 pp-_1. 因而 
La2(3+ pi - pa +--+ pii) 
-μ”αρ(μϑρ) = p?p —3- py + pa +-+: + pia 
—a2(3) + αα(ρι) + a2(pa) + =- + aa(px—i). 
du k 为 奇数 , 则 当 u?p 足够 大 时 可 设 u?p = 2 十 pi 十 pz 十 … 十 pk-1, 则 
p’aa(2 + pi - pa: pii) 
— uas(u?p) = up -- 3 }- p - pa + pia 
-: a2(2) + αα(ρι) + a2 (pa) + -- - + a2(pk-1), 


即 方程 有 无 穷 组 正 整数 解 (πι, 722) , nx). 
结合 以 上 各 种 情况 完成 了 定理 3.9.1 的 证 明 . 
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第 1、 第 2 两 章 主要 介绍 了 应 用 初等 或 解析 的 方法 来 研究 数论 二 数 的 均值 问题 ， 
但 对 于 大 多 数 问 题 而 言 , 不 仅仅 局 限于 只 给 出 数论 函数 的 均值 估计 , 而 是 期 望 得 到 更 
好 更 精确 的 计算 公式 及 广泛 的 算术 性 质 ,本 章 主要 通过 一 些 数 论 函数 的 恒等式 或 不 等 
式 关系 来 说 明 研 究 这 些 性 质 的 基本 方法 . 


41 因子 乘积 与 真 因子 乘积 序列 
设 ”是 一 正 整数 , pa(n) 表示 τι 的 所 有 正 因子 的 乘积 , 即 pa(n) = [Ja B, 


d|n 
Ρα(1) = 1, pa(2) = 2, pa(3) = 3, ---, palp) = p- a«(n) 表示 τι 的 所 有 真 因子 的 乘积 , 即 


d|n,d«n 
第 25 和 26 个 问题 里 , Smarandache 教授 建议 研究 这 两 个 序列 的 性 质 . 本 节 利 用 初等 
的 方法 研究 这 两 个 序列 的 一 个 性 质 , 证 明 Makowsiki 和 Schinzel 猜想 在 序列 pa(n) 和 
qa(n) 的 一 个 推广 . 
引 理 4.1.1 对 任意 的 正 整 数 n 有 


am) ἀρι) 
pPa(n) 2n 3 qq(n) 2m 2 — 1. 


证 明 ”参阅 文献 [25]. 
引 理 4.1.2 。 HE € ESAE n, iEn = pP p^ p^, A αι 22(0 <igs). 
p;(1 & j & s) 为 不 同 的 素数 满足 py < po «Ρε, 则 对 任意 的 正 整 数 k, 有 


1 
πο) > ΩΠ (+5) 
证 明 ”由 Euler 函数 的 性 质 有 
p(n)= e(pr?)e(»2?) --- v(»$7) 
—pro py τρ (m-1)((p — 1)" (ps — 1). (4-1) 


设 (px 一 1)(pz — 1)--- (p — 1) = pP! p8? ---pf*g a -- q2, 其 中 8,205 20(1« 
ἑκα, 1<j<t), gq < gq <- < gq 是 不同 的 素数 . 
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注意 到 对 任意 的 >0 
k(o-H1) 1 
σκ(ρ5) — 15 - 25 + pe =2 pi’ 
由 式 (4-1) 
orleln)) 一 or (pg tipa Ha τι. eetBs-c igna .. qi) 
τ pete) o, t μα. —1 
一 k k 
ki Bl j=1 gj-1 
— poit 80gK(aa 2) .. «ρλίαν Εθν) gk. qr? ee αλ τε 
1 -4 
s 1— ποτ παρ 
---τ-]----τ- 
i= j=1 l-> 
2 
1 ΕΝ 
E 1 k 9 1- pH (ats) t ge 
=n" II (: — 5) II 一 一 一 一 一 二 一 
i=1 Pij iu —-—y ji 一 x 
i dj 
因为 
1 
e(n) ^n][ (: - 3l (4-2) 
pn 7 
则 由 上 两 式 有 
1 15-1 
k ται t k(Ys+1) 
pn Di qj 
σκ(φ(η)) =n" t II τ d 
i21 1 x 1-1 -E 
Pi 95 
a 
1 1 
k 
=" (n TI 十 志士 … 十 aa) 
et Π( p pt(o + i) - 1 
t 
1 1 
x 1 十 τε Tee m 
Η qj dj (mel) _ 1 
1 
> [I (: 十 x) 
pln 


于 是 完成 了 引 理 4.1.2 的 证 明 . 
定理 411 d np", p 是 一 个 素数 , a 为 一 正 整 数 , 则 对 任意 正 整 数 κ, 有 不 
等 式 ， 
σε(φίρα(ᾳ))) > περά(), 
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其 中 ok(m) = lI. 
d|n. 
定理 4.1.2 iEn — p?, p 是 一 个 素数 , α 为 一 正 整 数 , 则 对 任意 正 整 数 k, 有 不 
等 式 
σε(φίαε(πὸ}) > a(n). 
证 明 ” 先 证 明定 理 4111. 分 两 种 情况 来 讨论 
(1) 如 果 n 是 一 个 素数 , 则 (n) = 2. 由 引 理 4.1.1 有 


Ρι(π) =n =n. (4-3) 
注意 到 y(n) — n — 1, 则 由 (4-2). (4-8) 可 得 


σε(φ(Ρι(π)))Ξ-σκίπ--1)- M, d*2(n-1* 
d|(n—1) 


1 1 


(2) 如 果 n = ρα, p 是 一 素数 , H a > 1 是 任意 的 正 整数 , 则 d(n) = a 十 1. 因此 


d(n ala 
Pa(n) = n^ 一 p 


应 用 引 理 4.1.2 RER, 可 有 


σκ(φ(Βι(α)))--σε (e^) 


a 1 
>") 1] (1+ x) 
1 


pi|pe(et 2 


k 
praet) ς H 3 ( + x) 
p Pi 


1 k 
zp*eet) [ - z) 


> pT) x 
1 
Ξ σε Σα (n). 


于 是 完成 了 定理 4.11.1 的 证 明 . 
利用 同样 的 方法 , 也 可 给 出 定理 4.1.2 的 证 明 , 即 
(1) 如 果 n 是 一 个 素数 , 则 d(n) = 2. 由 引 理 4.1.1 有 


ασ). 


ga(n) =n z t=1, 
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因此 
σερίαα(η))) = σε(1) = 1> πε σὴ. 
(2) 如 果 n = po^, p 是 一 素数 , Β a > 1 是 任意 的 正 整数 , 则 d(n) = o -- 1. 因此 


4(n) | αία--ὰ 
一 2 . 


qa(n) 2n ? p 
利用 引 理 4.1.2 和 上 式 , 有 
σε(φ(αα(η))) = or (v (p>) > zz Pio. 


于 是 完成 了 定理 4.1.2 的 证 明 . 


4.2 Smarandache 问题 中 的 第 57 个 问题 


本 节 内 容 用 初等 方法 解决 了 文献 [1] 中 的 第 57 个 问题 , 并 给 出 了 精确 的 下 界 . BE 
为 下 面 的 结论 

定理 4.2.1 对 充分 大 的 正 整 数 n, τ 为 一 正 整数 满足 集合 {1,2,-… ,7} 可 被 
分 为 n 类 且 每 一 类 都 不 能 够 包含 正 整数 x, y, z, 使 得 码 = c, ΜΒ 


7 (n?! 2) — 1, 


证 明 Brc ο 2779 一 1 且 按 如 下 方法 将 集合 {1,2,… (nh 2) 1) 
分 为 n 类 : 


第 一 类 : 1, m" εἰ, n™+2, --, (n™+ 2)" —]; 
第 二 类 : 2, n+l, n2, :::, n? 

第 k 类 : k, n(k-D! T 1, n(&- 0! 十 2, ttt a n*'; 

28 π 28: n, nyl, nOD 9. ..., m". 


显然 第 klk 29) 类 不 包含 正 整数 满足 zy = 2. 
事实 上 , 对 属于 第 k (k = 2, 3, .…, τ) 类 的 任意 正 整数 z,y z, 有 


k 
23 Ὁ ο. 十 1) >n! >z. 


同样 地 , 第 一 类 也 不 包含 正 整 数 m, y, 2 满足 zy = z. 于 是 完成 了 定理 42.1 的 证 明 . 
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Wr» 1 为 正 整数 . 对 任意 的 正 整数 nm $ T(n) = Toto gy 
序列 SLR(r) = {Τίτ, ή) ου 称 为 了 次 Smarandache LCM 比例 序列 ,Le Maohua( 参 阅 
文献 [25]) 研究 了 该 数列 的 性 质 , 并 给 出 了 SLR(3) 和 SLR(4) 的 归纳 公式 . 本 节 给 出 
这 个 问题 的 推广 . 

引 理 4.3.1 对 任意 的 正 整 数 a fe b, 有 (a, θ)[α, δ] = ab. 

引 理 4.3.2 ”对 任意 的 正 整 数 οὐαί s<t, A 


(£1, 29, 28, ttt 24) 一 ((zi,- tt js), (2541, tt ,TE)) 


[z1, 32, 23, ttt Zi] 一 læ, ttt Es]; [Zs+1; tt αι]. 
引 理 4.3.3 ”对 任意 的 正 整 数 mw 有 
gn 1)(n-42)(m-43) mel1,2(mod 3), 
T (4, n) 
gg 1)(η -- 2}{τ 1- ἃ), n= Ὀ(πιοὰ 3). 
518 4.3.4 “对 任意 的 正 整数 m, 有 


—n(n-1l)(n-2)(n-43)(n--4) n= 0,8(mod 12), 


n 

inen Dn 4-2) 4-3) 4- 4) n = 1, 7(mod 12), 

L n(n4- 1)(n--2)(n-4-3)(n--4), n= 2,6(mod 12), 
TG, -4 "0 

3eo^ -1)n--2)n--3)n--4), mz3,5,9, 11(mod 12), 

UM n = 4(mod 12), 


^ n(n + 1)(n--2)(nd-3)(n-- 4), n = 10(mod 12). 


引 理 4.3.1. 5| 38 4.3.2 的 证 明 参 阅 文献 [3], 51388 4.3.3 的 证 明 参 阅 文献 [23], 9138 
4.3.4 的 证 明 参 阅 文献 [24]. 

下 面 利用 上 述 引 理 来 证 明 以 下 儿 个 定理 . 

定理 4.3.1 对 任意 的 正 整 数 n, 有 下 列 归纳 等 式 : 
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当 n = 0,15(mod 20) 时 ， 
EN 
1200 
3 n = 1,2,6,9, 13, 14, 17, 18(mod 20) 时 ， 


T(6,n) = 


T(6,n) = -n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5); 


720 
当 n = 5,10(mod 20) 时 ， 
1 


T(6,n) = — n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5); 


360 

3 n= 3,4,7,8, 11, 12, 16, 19(mod 20) 时 ， 
-. 
1440 
证 明 FXE, 由 最 小 公 倍 数 的 性 质 


T(6,n) -- 


[n, n 4- 1,n 1- 2, η - 3, γι 1- 4, η 4- 5] 


— [[n, n - 1, n }- 2,n 4-3, n -- 4], n 1- 5] 
- [nnt 1n 2,n }- 3,n4- 4J(n - 5) 
— ([n,n- 1,n-2,n - 3,n }- 4,n4- 5) 


注意 到 [1, 2,3, 4,5,6] = 60, [1,2,3, 4,5] = 60 和 
([n,n 4- 1,n 1-2, n - 3,n - 4, n 4- 5) 


5, mz 0,20, 30, 50(mod 60), 
6  nz1,13,31,49(mod 60), 


n(n 4- 1)(n -- 2)(n - 3)(n ἠ- 4)(n +5); 


n(n + 1)(n + 2)(n 4- 3)(n 1- 4)(n +5). 


不 等 式 和 恒等式 


1, π2,6,8,12, 14, 18, 24, 26, 32, 36, 38, 42, 44, 48, 54, 56(mod 60), 


4  n-83,11,23,27,39,47,51, 59(mod 60), 

3, mn 4, 16, 22, 28, 34, 46, 52, 58(mod 60), 
10, n = 5,45(mod 60), 

12, n = 7, 19,31, 43(mod 60), 

2, n =9,17,21, 29,33,37, 41, 53,57(mod 60), 
15, nz 10, 40(mod 60), 

20, n= 15,35(mod 60), 

30, n = 25(mod 60), 

60, nz 55(mod 60), 


则 由 引 理 4.3.3 就 可 得 到 定理 4.3.1 的 证 明 . 
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定理 4.3.2 ”对 任意 的 正 整数 m 有 
3 n = D, 24, 30, 54(mod 60) 时 ， 


T(7,n) = n(n + 1)(n 4- 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5)(n + 6); 


ΜΕΝ 
302400 
3 n = 1,13,17,37,41, 53(mod 60) 时 ， 


T(?,n) = ———ní(n ἠ- 1)(n 4- 2)(n 4- 3)(n 4- 4)(n + 5)(n + 6); 


oig 
35 n = 2,8,16, 22, 26, 28, 32, 38, 46, 52, 56, 58(mod 60) Ff, 


T(7,n) = ———ní(n-1i)(n-42)(n-r3)(n + 4)(n + 8)(n 4- 6); 


οἱ δῦ 
5 n 3,27, 51(mod m B, 


T(7,n) = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) (n + 4)(n + 5)(n + 6); 


352 
当 n = 4,10, 14, 20,34, 40, 44, 50(mod 60) 时 ， 


T(7,n) = ——— n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5)(n 4-6); 


16080 
当 n= 5,35, 39, d 60) 时 ， 


T(7,n) = ——— n(n + 1)(n ἠ- 2)(n - 3)(n + A)(n 4- 5)(n + 6); 


35 
当 n = 6,12,18,36, 42, 48(mod 60) 时 , 


ΔΟΕ n(n 4- 1)(n }- 2)(n + 3)(n + 4)(n 4- 5)(n + 6); 


1 
60480 
πι 7, 11, 23,31, 43, A7(mod 60) 时 , 


T(7,n) = ig * 1)(n + 2)(n  3)(n + 4)(n +5)(n + 6); 


3$ 2 9, 4δ(πιοᾶ 60) 时 ， 


T(T,n) = nin + 1)(n. -- 2)(n + 3)(n + 4)(n -- 8)(n + 6); 


XN 
75600 
当 n= 15, 39(mod Á 时 ， 


T(7,n) = — n(n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n 4- 5)(n + 6); 


ΠΠ 
3$ n = 19,35,55, B 60) 时 ， 


Τ(Τ, τὴ = n(n+ 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)(n + 5)(n + 6); 


τοιοῦ 


. 110 . Sax 不等式 和 恒等式 


当 n = 21,33,57(mod 60) if, 


ΤΙ, τ) = mu^ 4 1) (n + 2)(n + 3) (n -- 4)(n 4- 5) (n 4- 6). 


WEBB ”与 定理 43.1 的 证 明 方法 相同 , 略 去 . 
定理 4.3.8 对 任意 的 自然 数 n 和 7, 有 恒等式 


ntr ([L 2, --- ,r], r - 1) 


t 4-1([m,n-41,-- mir "πας η). 


T(r -1,n) 一 
特别 地 ,， 当 了 十 1 和 n 十 7 都 是 素数 时 ， 


T(r+1,n) = ZETT, n). 


证 明 ”根据 T(r,n) 的 定义 , 由 引 理 4.3.1 815] 4.3.2, 有 


nnt, ,n4 τ] 
l,on)—-if———lu 
T+ hn) [L,2, ---,r 4 1] 


[n, n - 1,---,n 4 r— 1] nr] 
{ΕΠΣ r] r +1] 


(n o r)mn,n-r l, enr 1] 
_ (pn 1, nr Ί]γτι -- ο) 
- (r+ 1)[1, --- ντ] 
(12,11: fr 1) 


υπ Έτ [ην - Ίντο Έτ -- Ἡ 
r+1 1,2, --- ,7] 


([1,2, --- ,r], r 4- 1) 
([n, n - 1,--- ,n Er — 1, -- m) 


| onm ([L, 2, -- ,r], r - 1) 
|2orl([nn-c1--,n4r-—1lnr) 


显然 当 *+ 十 1 和 n++r 都 是 素数 时 , 可 得 


T(r n). 


因为 这 时 
([,2, ---,r, r-1)21 
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([n,n -- 1, , n -r— 1, n - r7) — 1. 
于 是 完成 定理 4.3.3 的 证 明 . 
定理 4.3.4 。 对 任意 的 自然 数 丸 和 7+, 有 恒等式 


n+r (miti Om r] 
n ([nn-1,- τη στ 


特别 地 , Ἡ πα η ΕτἍμ ΕΒΕ Β τετ, 


T(r,n 4-1) = Τίς, τ). 


T(r,n-1)— ETT, n); 
58 γι fon+r 都 是 素数 时 且 7 n, 
T(r,n 4- 1) 2 (n - r)T(r, n). 


WEBB ”根据 T(r,n) 的 定义 ， 


到 十 1 -- ,n E r] 


T(r,n--1)— L2 


[unctiuncrGsmnctlLosnctr) 1 
n [1,2,.…. ,7] 


n[l,2,... ,7] ([n,n --1,---,n -- r — 1n 4- r) 
στ _ (mhi sntr) — [untlontr-i] 
n ([nn-cl---,n4r—1]n-r) [52,-.-,r] 


υπ A (n, [n+ 1,--- ,n Έτ] 
n (In, πο r— πο. 


显然 当 n 和 n 十 7 者 是 素数 且 n e n, ΠΗ 
T(r,n+1) = TET Tir, n); 

24 n FI ntr 都 是 素数 且 n > ” 注意 到 (η, [n +1, n 7]) =n, WE 
T(r,n--1) -- (n+ 1)T(r,n). 


于 是 完成 了 定理 4.3.4 的 证 明 . 
定理 4.3.5 ”对 任意 的 自然 数 n 和 n, 有 恒等式 


T(r,n): 


ntratr+l (I2, --- ,r] rt 1) 
n Tl ({ιπ-1;::' χὰ 1-γ]ντι 1-Υ̓ 1-1) 
(n, hti. Ond r]) 
* ([n; n+l, re A 


T(r - ioina1)— 
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证 明 ”由 定理 43.3 和 定理 43.4 的 结果 , 易 得 下 面 恒等式 : 


τν {-τ 1 1,2,..…… ΤΗΥ {1 

ο ο πο ee y e n 
| (nrc l)(nor) (1,2, ---,rl, r1) 

B n(r 4- 1) ([n - 1, --- ,m- rn -- 7r 0 1) 

MISERE 


([n, - -- nir Haa 7) (ν᾽ 


于 是 完成 了 定理 4.3.5 的 证 明 . 


44 RF k 次 补 数 的 恒等式 


定义 2.1.1 给 出 了 大 次 补 数 的 定义 . 本 节 讨 论 关 于 次 补 数 的 几 个 恒等式 . 首先 
介绍 Möbius 函数 u(n). 
定义 4.4.1 Möbius 函数 u(n) 定义 如 下 : 


μα) = 1; 
当 n>1 时 , 记 n 二 p?'p9?…-pR*. 有 


一 (-1)5, O1 —023-—-:::—0O& —1, 
He) -{ 0， 4, 


Möbius 函数 u(n) 有 如 下 重要 等 式 (参阅 文献 [3]) : 
引 理 4.4.1 πο] 时 ， 


Σ-ω-[]-{ "τ᾽ 


d\n 


定理 4.4.1 ”对 任意 的 复数 m 6 且 Re(o) > 1, Βο(β) 21, 有 恒等式 


α 
n—1^ à 


1 
oo 1---------------- 
1 p Πα -1a 
Σ Bn) sko [T í + pet(-1)8 —1 | ' 


证 明 ”对 任意 的 正 整 数 n, $ n = ml, 其 中 ! 是 无 k 次 因子 数 , 由 aln) 的 
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定义 


ERG TA ao Ei 08 


?4 一 工 
1 1 
(ko) | (i T Ope cns + poet a) 
p 


1 
unb rA) 


oo 


3m 


n=1 ποῦ k (n) 


1 
1Ι---------------- 
1 p DeF) 
5 ρατᾶ-16 
1 


1- —— 
(k—-1)a--(k—1)28 

— p 
—((ka) II 1+ p+(k—1)8 —1 
P 


于 是 完成 了 定理 4.4.1 的 证 明 . 
定理 4.4.2 ”对 任意 的 复数 o, 6 Β Re(o) > 1, Re(B) > 1, 有 恒等式 


Y 


πο] τοῦ τ 


( 


y 


i 


Ίντο ~- 
2(gke — 1)(2e* (&*08 — 1) pk-Det(k-D?8 
— Ba a — ga- (175g ) Elka) II |1- parL] 

P 


LA 


证 明 ”首先 
οο " 2 uq) - CO 
ἀξ] d*|i 
2 ud -Σ 2 melon ταΚα]α](κ--1}8 > s Lees ]et(k—-1)8 
2I 2Im*l 
1 
_ 22-1 —((ka)(2et(-D8 — 1) La B8 De (718 
|. λα. 2er(k-)B — 2{κ-1}(αΤ(Κ--1)) II 4 
1 
_ ((ko)(2*e — 1)(ge*&-D8 — 1) 1- Senate 
= rtm a ll | * πρι — 
p 
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结合 定理 4.4.1 的 结论 , 有 
Dr rr ieu 


α £n 
n=l n=1 τὸ Uy πι T Ok 
2n 


n) 
1 


1 ——————— 
2(2ke — 1)(ge*(k-)8 1} pæ- Dat 

= (1 2(R+Ta 二 一)B — 9(k-1)B—a C(ka) JI l+ p*t*&-08 — 1 

P 


于 是 完成 了 定理 4.4.2 的 证 明 . 
定理 4.4.3 sp LIE EAE E 22, 有 恒等式 
十 es 
(1? 2* 
2 nay (n) = XXk-i 十 a (k) II (1+? x) 


证 明 ”对 任意 的 正 整 数 n, 分 成 两 类 : 2n, 2[n 和 2* πι, 25 1n. 由 ax (n) 的 定义 


有 
n {ἀπ 
aci na (n) = ( napln £e T - σἳ É8n)ay(2ekt&n) 
Em 


oo -+G 


T > INDEED (29ξῃ) πο 


co ᾱ-1 


= ος nag (ni p? 2. gcc Σ πω 


2» 

1 
Mosi (n) 
μπι 

ΜΕΣ 1 
= 
25—1 A na(n) 


24r 


显然 无 穷 级 数 Yu τ) 是 绝对 收敛 的 ， 所 以 由 Euler 乘积 公式 可 得 


e 


1 1 1 A 1 
Σπα) l ( pap) Pak) ) -H Xu 


Ῥ 
fn pz2 Ῥ562 
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oo k-1 
= Η ΣΣ De στὴ IRURE, 十 2 ο) 


ρμα 
co 大 一 1 
-II Σο») gem ^os L 
αΞθ β- 1? oP 

pza 
-1 1 


mrb4k-il τε 
-1 -了 I 一 在 πα τετ 
p 


sca). 


因此 . 
X (-1)" 2*-k&- -1 
Σπα τε secs zx) 


πὸ nt 
注意 到 (9) = τ ζ(4) = 50 和 (8) = 9450 5; 则 由 上 面 的 定理 可 得 到 下 面 的 
推论 : 
推论 4.4.1 在 上 面 的 定理 中 取 6 = oa, 大 = 2, 有 恒等式 
1 _ 2a) 


2^ (nam)? Gla) 


c1 ο QC(20)4-1 
Σ (nag(n)* ^ (€(4o) 4  1' 
2m 


(1. Q(2o)3—4* 
Σ 1 (πα2(τ))᾽ — ζ(4α) 4e +1 


推论 4.4.2 ”在 推论 44.1 PRa=8=1,2,k=2 有 恒等式 
Y uu naz(n) - T αμ -δ 
Σ πατῶ παρ(π) | r Xe (naa (n))? = 到 
2hn 2n 
Σ στο >È το» FT EZ 
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在 定理 中 取 k = 2, 结合 
16-3) 16-30 (-3) 8 


p 


则 可 得 到 下 面 的 推论 : 
推论 4.4.3 ”对 任意 的 平方 补 数 aln), 有 恒等式 


Ἔσο (21)! ο 1 


παο(π) 2 


n=1 


推论 4.4.4 — 对 任意 的 立方 补 数 a(n), 有 恒等式 


十 oo 一 
C0" 2 2 
EE solz) 


45 XT Smarandache ceil 函数 及 其 对 偶 函 数 的 恒等式 
首先 给 出 Smarandache cel 函数 及 其 对 偶 函 数 的 定义 . 
定义 4.5.1 ”对 任意 的 正 整 数 n, k 次 Smarandache ceil 函数 为 
Sk(n) = min(z € N : nlz*}. 
例如 , S2(1) = 1, S2(2) = 2, 52(3) = 3, S2(4) = 2, S$2(5) = 5, S2(6) = 6, Sa(7) 
T, e S3(1) = 1, Ss3(2) Ξ 2, Ss(3) = 3, S3(4) = 2, Ss(5) 一 5， S3(6) = 6, S3(7) = 7, 
S3(8) = 2, --.. 
定义 4.5.2 ”函数 Sk(n) ὑφ SS COS 
Sk(n) = πιακ{α ΕΝ: z*|n) 
例如 ， 5ο(1) Ξ1, 52(2) —1, Sx(3) Ξ1, 52(4) = 2,.…. 


对 任意 的 素数 pq» Ἔ q, Θ»(ρ2) =p, (011) 一 p", Sa(p^q") 一 δ»{ρ'')ϑο{{"). 
Ibstedt 证 明了 Smarandache ceil 函数 的 可 乘 性 (参阅 文献 [26], [2τ]), 即 


(a,b) = 1 > Sy(ab) = Sk(a)Sk(D)， 
Skl PI 21. pr^) = Selo) Skp?) -- - Sk(pz7). 
本 节 将 给 出 关于 Smarandache ceil 函数 及 其 对 偶 函 数 的 一 些 恒 等 式 . 
定理 4.5.1 对 任意 的 实数 a > 1 和 整数 天 > 2, 有 恒等式 


> +a) 


n=1 
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证 明 ”对 任意 的 实数 a 1,9 


由 Sk(m) ΒΑΡΗ, 有 


-- 1 
ΓΣ. πηρη-η - 2:22 SEES see 


t=1 n=1 “k 


oo 1 oo 
= (È SgQn — z) ( p» am) i 


对 任意 的 素数 p, 注意 到 Sx(p) = p, Sy (p?) =p", δε (8) =p, S, (p**) = p?, 对 任 
意 的 整数 1> 0, 1 «τς κ, S,(p**7) = ptt. 


由 Euler 乘积 公式 有 
pz2 
ο ο) 
ρα 
-Π (επ) 
pza 
roli) 
同 理 有 - 
-Dga 1- x 
所 以 , 
Σ πω τεστ (στ): 
于 是 完成 了 定理 4.5.1 的 证 明 . 


定理 4.5.2 对 任意 的 实数 a > 1 和 整数 丘 > 2, 有 恒等式 


~ Se(n)  C(o)t(ka — 1) 
Σ ne |. C(ka) 
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oo (-1γ5-15 (n) Nu ((α)ζ(Κα — 1) [24 一 1)(25e71 - 1) 
c cud ED 


n—1l 


证 明 ”对 任意 的 实数 a > 1 和 整数 大 > 2, 令 


Sk(n) 
na C 


Me 


g(a) = 


n=1 


由 函数 Si (n) 的 可 乘 性 和 Euler 乘积 公式 ， 


cde wm + P+.) 
Ρ 


- TI 14a n .十 一 -~ 1 + 
m p p p(*-De pte pO*-0De 


m p* p? 
1 
m 2 
- p p (p 
=J Τ Ii re) 
p τα P 


_ C(aX (ka — 1) 
(ka) ` 


于 是 完成 了 定理 4.5.2 的 第 一 个 恒等式 的 证 明 . 
同样 , 可 得 


Σ δν) 


S,(2n — 1) οτι Dln — 1) 5k (2) 
-Σ σα p» n Te gis 


Sy(2n — 1 ^ Sr (2 
4E Aon τ) 1-5» e) 
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ο ΑΠ 39. 5e.) 


t=1 pe p 
pz 
v. δκ(24) 
1 一 
ae 各 
((Κα) οο σι (28) 
It 2s 9to 
oka DD) [2* ng" 7-9. 1 
EE E - | 
于 是 完成 了 定理 4.5.2 的 证 明 . 


在 这 两 个 定理 中 , 如 果 取 大 = 2, 可 得 到 下 列 两 个 推论 : 
推论 4.5.1 3 Si(n) 是 Smarandache ceil WA, 有 恒等式 


e (cip d 
2.x3) 73 


n=1 


Y (-)"7* 91 
£ Sin) 102 


证 明 EXE, 在 定理 4.5.1 PR Kk —2, 有 


Xo xul ias 


De 十 1 -3 (ς7(α) 
E =- 
zx? πὶ 
分 别 取 a = 2, 4, 并 注意 到 C(2) = δ᾽ 6(4) = 50’ ς(8) = oisi , 于 是 完成 了 推论 4.5.1 


的 证 明 . 
推论 4.5.2” 设 5.(n) 是 Smarandache cel FAHIRA, 有 恒等式 
Σ 5.0). P, 


2 
n=l n 


证 明 ”在 定理 452 中 取 k= 2, 0 = 2 即 可 得 . 


4.6 关于 Smarandache 函数 的 恒等式 


前 面 已 经 研究 了 关于 Smarandache 函数 的 很 多 方面 的 性 质 . $ p(n) 表示 n 的 
最 大 素 因 子 , 显然 S(n) > p(n). 事实 上 , 对 大 多 数 的 n, 总 有 S(n) = pin). $ n= 
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pr'pj pet 是 ”的 素数 分 解 式 . 对 一 些 正 整数 a 和 素数 p = p, WA 
S(n) = max (507^) = ap. 
WR o < p, 则 δρ") = op. 但 是 对 于 a > p, 就 很 难 计算 Sipe) 的 准确 值 了 . 本 节 来 
讨论 这 个 问题 . 
定理 4.6.1 dk p 是 一 素数 , 有 是 一 整数 且 1 « 有 < p， 对 于 多 项 式 f(z) = 
απε ανα Έτ. απ Β πι > mh lm, 


8 (p) = (p -1)f9) + »f). 


证 明 ”对 任意 的 正 整 数 ”和 素数 p, 如 果 p [|t WA 


τρ) 


j=1 
结合 取 整 函数 [αἱ 的 性 质 , 有 
A [(e(p^*) + Dp+ (p(p^*-:) + 1)p +-+ ((p^1) + 1)p 
d 
_ [ (e(p^*) + 1)p-- (p(p^*-1) + p+ + (p(p^:) + 1)p 
E | p | 
-Meem ο op ghi o yis pp 1) 


Lp +p™- 1l. ep", 


即 


5 (pr 四 ) = > wo ολ... 


41 


-ip- — 1)f(p) + kp = (p — 1)f(p) + kf(1). 


于 是 完成 了 定理 4.6.1 的 证 明 . 
定理 4.0.2. itp 是 一 素数 ,有 是 一 整数 且 1 和 有 < 1 则 对 任意 的 正 整 数 n, 有 


sq) =k (eun) +E) p 
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ER η 是 任意 的 正 整 数 , 1 和 < p 为 正 整数 . 有 


τς. pen 


p p" 


oo 


τ--1 r=1 


二 1 十 Κίρ᾽ -ρ'-Ὁ 十 大 (pn 一 1 一 pm 2) Mee 


+k(p— 1)4- [=e] 
=1+k(p"—1)+k—1 
=kp", 
即 
sg") - k (v0) + È) p 


于 是 完成 了 定理 4.6.2 的 证 明 . 
由 这 两 个 定理 可 得 到 下 面 两 个 推论 : 
推论 4.6.1 对 任意 的 整数 n > 1, 有 恒等式 


S(p*?)) 一 p^, 


其 中 g(z) 2 z^ +r 4-1 


推论 462 ”对 任意 的 整数 k22, 可 得 到 无 穷 多 组 数 m, m,- 


s (ia) -em 


i=1 i—l 


其 中 S(m;) = S(p?"*) = (plp) + 1)p, o; 是 任意 的 正 整 数 ,p 为 素数 . 
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第 5 章 Smarandache 函数 、 素 数 函 数 及 互 素 
函数 的 应 用 


为 了 研究 数论 问题 , 可 以 定义 一 些 新 的 函数 ， 从 而 可 以 引申 出 新 的 研究 方法 和 研 
3,25 XX. 在 Smarandache 函数 的 启示 下 , 可 以 定义 类 似 的 函数 , 而 且 在 上 述 几 章 中 也 
研究 了 很 多 . 本 章 主要 完成 Smarandache 函数 的 一 些 应 用 , 并 且 认 识 Smarandache X 
A i dfe Smarandache 互 素 函 教 及 其 应 用 . 


5.1 Smarandache 函数 在 完全 数 中 的 应 用 


设 n 是 一 个 完全 数 且 n = 251. (2* - 1), 其 中 p = 2 一 1 为 素数 ， 本 节 研 究 
Smarandache 函数 在 完全 数 中 的 性 质 , 并 给 出 函数 值 的 一 个 精确 表达 式 . 
引 理 5.1.1 设 n 一 2i.p,p 为 奇 素数 ,i 为 整数 且 满 足 条 件 


::-;Π sen] oem 


的 整数 . ez(p!) 是 p! 的 标准 分 解 式 中 因子 2 的 指数 , 则 有 
S(n) =p. 


证 明 由 于 (25p)- 18 S(n) = max{5(2”),S(p)} > S(p) = p,  S(n) > p. 
下 面 来 证 明 n|p!. 设 


p! 一 p; (p pera (p!) e. 


其 中 pi 是 p! 的 标准 素 因数 分 解 式 中 第 i 个 素数 . 很 显然 pi = 2,ps = res (0) = 1. 
所 以 


. pa” (p !) ; 
pl = 2291 (P) .pera 00). tei D 


XB e (p)—-iz0. 于 是 


! ， 
P: — 9θρι (p) ipse (p!) .. Ru (p!) 


是 一 个 正 整数 . 
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因此 有 S(n) p. 
定理 5.1.1 dE koX —^MiE4HK, p 二 2* 一 1 ἈΚ, n 是 一 个 完全 数 并 且 
n = 2k-1.(2* — 1) , πὶ 


S(n) = p. 
证 明 ΗΕ 5111,78 k — 1& e2(p!). 
如 果 能 够 证 明 
k-1«2*1-— i 
2 
则 完成 命题 的 证 明 . 
由 于 
kp_1<21 1. 2-1 Ῥ 
2 9 2 


X k—1 是 整数 , 则 有 天 一 1< [7] < e0). 只 需 证 明 
1,1 
k«2*1 y 
由 于 k 是 整数 , 上 式 等 价 于 
k « 2*7. 


在 此 考虑 函数 f(x) = 2771 — 2, x 为 实数 . 
很 显然 , 这 个 函数 是 可 导 的 且 f(e) = 27712 — 1. 24 27711n2— 1 > 0 时 , 函数 
f(z) 是 单调 递增 的 , 即 


--.- 1n1n2 
Í 1n2 


所 以 , 对 x > 2 的 任意 实数 , 函数 f(z) 是 单调 递增 的 ， 
因此 , 对 α > 2 的 任意 实数 , 有 f(z) > f(2) = 0, 即 对 z > 2 的 任意 实数 , 有 
22-1 —g 2 0. 


HO k > 2 的 任意 整数 , 有 2*2. 


ο 1.5287, 


于 是 完成 了 定理 5.1.1 的 证 明 . 

例如 ， 
6—2.3, S(6) = 3, 
28 — 22. T, S(28) — 7, 


496 = 24.31, (496) = 31, 
8128 = 28.127, S(8128) = 127. 
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5.2 应 用 Smarandache 函数 得 到 的 一 个 结果 


设 n(n > 2) 是 整数 , p 为 素数 并 且 在 m = p" TUE TEST ERR. 首先 有 下 面 的 
引 理 
引 理 5.2.1 对 于 任意 的 正 整 数 m(m 2 2) 和 n(n 2 2), 有 


a [mt —m* Em m^*! — m? --m m^t*! m? +m 
m= πα λος | 


WEB] ”首先 考虑 [log,, (m+ — m^ -- πι)] 的 值 . 
一 方面 , WR nz 2, WA το ΤΙ —m^-Em«m". 因而 有 log, (mt —m?--m) < 


log,, m**! — n 4- 1. 
另 一 方面 , 如 果 m > 2, WA mm” 2 2m”, Bl m+ > 2m^, βῆ mt —m?--m > 
m^, 因而 有 log (m+! — m” + m) > log,, m? =n. 故 [logn (mt! — m^ + m)] 2 m. 


结合 这 两 方面 可 得 n « [log (m+ — m^ 1 m)] «n4 1. 因此 有 


[log,, (mt — m” +m)| 2n, n m22. 


ου 


mk 


m^ tl m^ πι 1 
| u - ο. m” 4 1 
m m 


n+l — mpn 
如 果 上 =1, 有 [pn] =m” —m?* +1. 


n+l _ mn 
如 果 1<k<n, 有 | mrt mn 


mk 
接 下 来 考虑 和 式 的 值 : 

k=1, m” ~m”! ... "m e. EM +1 
k=2, m gy? 

k= 3, m^? —m^ 3 

k-—n-— 1, m? —m 
k=n, m -] 
因此 有 


5.8 带 有 Smarandache 函数 的 同 余 - 125. 


定理 5.2.1 设 对 任意 的 正 整 数 n(n 2 2) 和 任意 的 素数 p, 有 
5 (æ) zip. 


证 明 ορ(κ) 为 大 的 标准 素 因数 分 解 式 中 素 因子 p 的 指数 , 于 是 
由 ερ(1) 的 定义 , 可 得 


so- El] 


应 用 引 理 5.2.1, 有 


ey((p"*! — p" -- p)!) 

- ΣΙ. p-p + ptl— pr—p n p'*!-—p*—p 
p p? lies» (p^-F1—p'i—p)] 

=p", 

因此 " a 
nol q«i p) md oo Qo eM 
i -pP oyn, GU ο εν. 
p? 
从 而 


5 (om ) — p op p. 


5.3 带 有 Smarandache 函数 的 同 余 


本 节 将 研究 函数 S(2* — 1)(mod k) 的 值 . 
XÍ 2 <k <97 的 所 有 整数 , AR 5-1. 


表 5-1 
k S(2k — 1) S(2* — 1)(modk) 
2 3 1 
3 7 1 
4 5 1 
5 81 1 
6 7 1 
了 127 1 
8 17 1 
9 73 1 
10 81 1 
11 89 1 
19 18 i 
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续 表 
k S(2* — 1) S(2* — 1)(modk) 
13 8191 1 
14 127 1 
15 151 1 
16 257 1 
17 131071 1 
18 73 1 
19 524287 1 
20 41 1 
21 337 1 
22 683 1 
23 178481 1 
24 241 1 
25 1801 1 
26 8191 1 
27 262657 1 
28 127 15 
29 2089 1 
30 331 1 
31 2147483647 1 
32 65537 1 
33 599479 1 
34 131071 1 
35 122921 1 
36 109 1 
37 616318177 1 
38 524287 1 
39 121369 1 
40 61681 1 
Al 164511353 1 
42 5419 1 
48 2099863 1 
44 2113 1 
45 23311 1 
46 2796203 1 
47 13264529 1 
48 673 1 
49 4432676198593 1 
50 4051 1 
51 131071 1 
52 8191 27 
53 20394401 1 


[2 


54 262657 


5.3 ifi Smarandache 函数 的 同 余 


S(2* — 1) 
201961 
15790321 
1212847 
3033169 
3203431780337 
1321 
2305843009213693951 
2147483647 
649657 
6700417 
145295143558111 
599479 
761838257287 
131071 
10052678938039 
122921 
212885833 
38737 
9361973132609 
616318177 
10567201 
525313 
581283643249112959 
22366891 
1113491139767 
4278255361 
97685839 
8831418697 
57912614113275649087721 
14449 
9520972806333758431 
2932031007403 
9857737155463 
2931542417 


618970019642690137449562111 


18837001 
23140471537 
27796203 
658812288653553079 
165768537521 
30327152671 
22253377 


13842607235828485645766393 


: 127. 


续 表 
S(2* — 1)(modk) 
1 


τ. πὶ m RB ο μα κα πι πι 5. Hn 


-πππἨπ.ε πὶ πὶ κ πι πι πι πι πι πι πι μι πι πὶ πι - πι 加 


5 


mM Bom Bu 
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从 表 5-1 中 可 以 看 出 , 对 2« k «97, NA 4 个 例外 . 


k=28=22.7, S(275 —1) = 15(mod 28), 


大 一 52 一 22.13， S(29?? — 1) z 27(mod 52), 
k —68—2?.17, S(295 —1) = 35(mod 68), 
k-92- 22.23, S(29? — 1) 三 47(mod 92). 


观察 这 4 个 例子 , 可 以 看 出 大 = 2? - p(p 为 素数 ) 时 有 
(08 一 1) = 十 1(mod k). 


未 解决 的 问题 : 对 所 有 的 正 整 数 κ, 能 否 找到 5(2* — 1)(mod k) 的 值 的 通 式 ? 
5.4. Smarandache 素数 函数 的 应 用 


定义 5.4.1 对 任意 给 定 的 整数 n, 


«(1 - Ez 


2n m 
j=1 


F(n)=n+1+ 5 lI 一 i 


m=n+1 i=n+1 


关于 这 个 函数 , 有 下 列 结论 : 
定理 5.4.1 ”对 上 述 定义 的 函数 F(n), 有 


Pk+1 一 F(px), 


Xtk2ip(k21 为 素数 . 
通过 观察 知 pci 仅 依 赖 pr, 和 以 前 的 素数 没有 关系 . 


证 明 设 P(i) 函数 为 Smarandache 素数 函数 , Ep 
.. 1] L idée, 
P6 -1 0, i 是 素数 . 


考虑 下 列 乘积 : 
I[ Ρ(0. 


i=pk +1 


如 果 pk < m «peas i 为 合 数量 满足 pe+1<ism 有 [[ Ρὺ-ι 


i—pk 十 1 
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WR m 2 prr ΜῊ Ρίρκει) — 0, II P(i) = 0. 所 以 


i=pk +1 
2px m Άννι τα m 2px m 
DY ΤΠ ρὺ- [ro M; Πο 
m=pptli=pp +1 m=pr +1 i=pr +l m=pr +1 i=pk +1 
Bk+1—1 
= M 1=ppt1—1— (pg+l)+1 
m=pk 二 1 
=Pk+1 — pk — 1. 
因此 , 有 
2px m 
Dii — pk 十 1 十 » {| P(i), 
m=pr +1 i=pr t1 
接 下 来 寻找 满足 条 件 的 Ρ(. 
考察 关系 式 


i 
--.[ m 
| 
| 
roo 
S9. 
Sa. | 
m 
ας | 
Il 


1, jli, 
0, jfi, 


如 果 i 是 素数 , dli) = 2, 有 


d(i) -- 2 

[Γη το 
JUR i EAK, d(i) > 2, 有 

d(i) —2 

0 ; 1. 
所 以 
| d(i) — 2 
i 

因而 有 


于 是 完成 了 定理 5.4.1 的 证 明 . 
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5.5 “素数 序列 和 Smarandache 素数 函数 的 通 项 


5.4 节 证 明了 


由 此 


| αν AXES, 
| 79 [ο ;为 素数 
容易 证 明 : 
t(n) = δ (1-- Ρ(9), 
i—2 
并 且 有 


当 1<k< ps-1 时 ,有 [#]- 0; 


X pn <k <C 时 ,有 EXE 1. 


接 下 来 寻找 满足 条 件 的 Cn. 
令 pn A n 的 第 n 个 素数 , 则 有 


DAR NS aL [πῶ 
»-uMG- I. 
如 果 能 够 证 明 C, 仅仅 依赖 于 n, 则 表达 式 为 素数 序列 的 通 项 . 由 于 n(n) 和 函数 PU) 
有 关 , PH 和 dli) AR, 而 d(i) I i AR. 所 以 , 表达 式 仅 仅 依赖 于 n. 
考察 函数 Cu = 2([nIn n] + 1). 
对 于 某 一 确定 的 no, 有 pn s nlan, 则 有 


pn < 2([n Inm] + 1), (5-1) 


如 果 πο 很 小 , 很 容易 证 明 n < no, 不 等 式 都 成 立 . 


| 
[gebeten], 


Τι 
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通过 验证 , 有 不 等 式 


v(2([n1n n] + 1)) < 2n, (5-2) 
于 是 得 到 . 
«Gl, [k 
n n 
和 


Cn 3 Dn: [=] =1. 


通过 实验 验证 上 述 不 等 式 , 可 以 认为 它 对 所 有 n 都 成 立 . 
因此 , 通过 验证 和 证 明 , (5-1) 和 (5-2) 对 所 有 的 τι 都 成 立 , 于 是 有 素数 序列 的 通 


项 
了 pp- . 
J j-1 
ο EE-E- 
>》 ,| 1+ | -到 > 
2([n 1a n]--1) j-2 J 
k=1 1-- n 


5.6 Smarandache 互 素 函数 的 表达 式 


定义 5.6.1 Smarandache 互 素 函数 Ci(ni,72,… , ny) 定义 为 


0, ο” 互 素 ， 


Οκ (πα, πο," τικ) = | 1， 其 他 


24 k — 2 时 , Smarandache 互 素 函 数 的 两 个 表达 式 为 
表达 式 1 


|a — [m2] 
nina 


Ca(m, n) = — | 
如 果 Til, No ΞΕ, 有 


0 
C2(n1, πο) 一 一 P3 一 0; 


如 果 T4, T3; RE, 有 


nana 一 [n1, n3] 
nina 


[ni na] < mina — 0 < < 1 Co(ni,n2) — 1. 
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表达 式 2 
] αἆ- ἆ 
dini, d>1 d/|n2, ἆ 1 


II I[a*4) 


d|ni dine 


C2(n1, πο) 二 1 十 


如 果 ni 712 互 素 ， πὶ 


II -gl 


d|ni, d21d'|na, ἆ 1 


II Π(ά -- ὦ) 


ἀ]πι d|na 


dzd(Vd,d 4£1)-0« < 1 > Co(ni,na) = 0; 


如 果 nin? ὰ 有 
3d - d'(d > 1,ά > 1) = Οχ(πι, πο) = 0. 


54 k 22 |, Smarandache 互 素 函数 为 


表达 式 3 i 


— -- 1] . 
(mi, n2,- ng) | 
如 果 NI, δη *-** ,NR Ak, pp (ninae , Tk) —1, 有 


Οκ (παν Ώον nk) 一 一 | 


Ck(n1,n2,--- ,nk) = 0; 
如 果 Τ1 ο) 7 不 互 素 ， Bp (ni, na, = ik) > 1, 有 
0< uoa 7g 1| 21 


(ni, na, τν νε) αν Τον". TE) 
= Ck(ni, ma, n). 


第 6 章 ”关于 著名 多 项 式 和 著名 数列 的 恒等式 


前 面 几 章 主要 介绍 了 数论 函数 、 特 殊 数 列 的 均值 性 质 及 特殊 方程 解 的 问题 ， 主 
要 应 用 初等 或 解析 的 数论 方法 来 完成 研究 工作 . 另外 , 著名 的 Chebyshev 多 项 式 、 
Gegenbauer 多 项 式 与 Fibonacci 数列 、Lucas 数列 、Bernoulli 数列 及 Euler 数列 在 数 
论 的 研究 工作 中 占有 很 重要 的 地 位 .本 章 主 要 涉及 近年 来 关于 这 些 多 项 式 和 数列 研 
究 的 结果 , 希望 通过 本 章 的 学 习 激 发 读者 对 这 一 领域 问题 的 研究 兴趣 . 


6.1 关于 Chebyshev 多 项 式 和 Fibonacci 数 的 恒等式 


著名 的 Fibonacci 数列 和 Lucas 数列 分 别 由 二 次 线性 递 推 公式 Fanya = Fui Fs 
和 Lay = Lada + Ln (n 2 0) 所 定义 , 其 中 而 一 0, F -- 1, Lo 一 2, L1 — 1. 这 两 个 
数列 在 数学 的 理论 研究 和 实际 应 用 中 有 着 重要 的 作用 ， 从 而 引起 了 不 少 学 者 的 重视 ， 
并 对 这 两 个 数列 的 不 同 特性 进行 了 深入 细致 的 研究 . 张 文 鹏 教授 在 这 方面 做 了 许多 开 
创 性 工作 (参阅 文献 [28], [29]), 给 出 了 许多 包含 Chebyshev 多 项 式 、Fibonacei 数 和 
Lucas 数 的 恒等式 . 

定义 6.1.1 第 一 类 Chebyshev $354 X, Τη(α) (n—0, 1, --- ,n) 由 递 推 公式 


Tu42(2) = 22Th a (x) — Th (x) 


给 出 , XP no, Tole) =1, Τι(α) = a. 
定义 6.1.2 $$ — € Chebyshev $34 X, U,(z) (n — 0, 1, =- ,n) 由 递 推 公式 


Unt2(2) = 22Us 4a (2) — Un (x) 


给 出 ， 其 中 ， n. z Ὁ, Uo(x) Ξ1, σι(α) = 21. 

方便 起 见 , 用 ταν (9) 和 UP (a) 分 别 表示 a) 和 Unle) 对 α P c er SC. 来 
证 明 下 列 定理 : 

定理 6.1.1 ”对 于 第 二 类 Chebyshev 多 项 式 U.(z), 对 任意 正 整 数 〖 和 非 负 整数 
n, 有 恒等式 


kl 


» Ι va {α) = Zu k! UC (a), 


. αι Γαςγ. Gk 1—f i=l 


这 里 D 是 对 满足 Qi 十 a2 十 … 十 bpt1i 二 的 所 有 上 十 1 维 非 负 整数 坐 
Qi 十 2 十 … 十 Wk 十 1 二 各 


标 ίαι, 2.'7* Oki) 求 和 . 
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证 明 ”首先 , 注意 到 (参阅 文献 [30]) 
Tale) = 5 [α + VFD" + a- V? 1] 


和 
Un(a) =3 ESI [ο + Va? c1)" - (α- Vai mij, 
很 容易 得 出 T. (7) 和 Us (x) 的 生成 函数 分 别 为 . 
G(t,z) = πετ. -Mno sd 
和 
Ε΄, ο) = Μετα; -二 t". 
那么 由 (6-4) 有 
το = PY Me NE 
A ü E ο gy -Σο pala) t3, 
在 这 里 用 到 了 Unle) 是 ”次 多 项 式 . 


因此 , 由 (6-5) 有 


»» D Ua, (z) “ Us, (z) ttttt Usi ο) Lu 


n—0 al 十 G2 十 … 十 GK 二 一 了 2 


oo k+1 | 
一 Sue -+ ) 一 omen Zart 4 B 
| 1 Ok F(t, z) _ (k) 

ΠΟΤΩΝ, = 天 ki 二 Unele) - t". 


对 比 上 式 两 边 t" 项 的 系数 , 得 到 恒等式 


ια). US) Usu) = zer UD 


G1a2: Fakt =n 


(6-1) 


(6-2) 


(6-3) 


(6-4) 


(6-5) 
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于 是 完成 了 定理 6.1.1 的 证 明 . 
定理 6.1.2 ”对 任意 的 正 整数 κ 和 非 负 整数 m, 有 恒等式 
k+1 
IIte + 07040 


01-r-a2-F- Gk 1—n-2k42 i1 


1 k + 1\ (2k+1 
C kH. (2k + 1)! — 5o τω. Jus a o) 


x (i) παπι 


证 明 ”注意 到 amen = nU, ai(z) 和 


OG(t, α) t-t A " 
Br  — (1-2zt4 8p 一 Σι. dm 
或 
1-8 = n 
1—2zt 8) ^ 2 (ας 2U.(z) t”. (6-6) 
n=0 


ER (6-5) 中 取 k = 2m +1, 两 边 同 时 乘 以 (1 一 女 )m+1 可 得 


(1 - Ld 
(I— 25ὲ + 2)2mt3 


1 
-- 3 , (2m4-1) n 2 
T 92m4l. (2m 4- 1)! Ξ Unt2m+1(£) 1"-ε yen. (6-7) 


结合 式 (6-6) 和 (6-7), 


(αι + 1): -- (Gm. + 1)Ua, (2) - - - Uam: (7) 
QI 十 Q2 十 … μμ μα 


1 5 Τι - 1 (omi) 
T Pmt. (2m 4- 1)! » D m JU οκ). 


于 是 完成 了 定理 6.1.2 的 证 明 . 
定理 6.1.3 ”对 任意 的 正 整 数 κ 和 非 负 整数 mr 有 恒等式 


ΚΕ 


Π Ται (x) 


Q1 十 G2 十 … 十 Gk 二 1 一 了 3 十 天 十 i—1 


ki 
1 k+1 
ΠΡ Co 人 h Jus +2k+1—h(T). 
h=0 
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证 明 ”对 式 (6-5) 两 边 同 时 乘 以 (1— zt)*+1 得 


ü - zt) .1 (κ) k+1 
ü-—3z EB C. gu η κα) σα — gett, (6-8) 
n=! 


考虑 到 , 
κα kl 
0- apt 2 Y (21e 
Σολ, 
对 比 式 (6-8) 等 号 两 边 t" 71 项 的 系数 , 即 可 完成 定理 6.1.3 的 证 明 . 
从 这 些 定理 中 , 根据 Chebyshev 多 项 式 和 Fibonacci 数 、Lucas 数 的 关系 , 便 有 
推论 6.1.1 3 Fn AA n A Fibonacci 数 . 对 任意 正 整数 κ fed ΑΕ n, 有 
恒等式 


-ᾱ k i 
Foi ` Fazt+1 ttt 下 akii+l 一 C D Ut, (5) , 
O1-Fà2--- ak 1n 
S E Γον F (-)" nr gih) 二 3 
2 2(αι 1-1) " ^2(ag-F1) 2(ax.i41) 一 ak. k "thi 2 }’ 
αἱ taat etak 5n - 
k 
> (az+D Fofas) ok = ax 2 ut ο) 721), 


ajta t  Γανμιζτι 
这 里 记 = 一 1. 特别 地 , s k—2, 有 恒等式 


ΣΡ Fene Εμ: Feri = ln 十 2)(5m + 17) Fus — 6(n + 3)Fn+2], 


atb+e=r 
1 , 
ΥΣ Faan) Poean Fai) = gg αδίι + 3) Ενα + (n + 2)(5n — 7) Fase] 
a+b+e=n 
1 
5 Fs(a+1) 7 Far) ' Fatet1) = za” + 2)(5n + 8)Fzn+9 — 6(n + 3)F3n+6]- 
à4-b-c—mn 


推论 6.1.2 ik Επ X € n 个 Fibonacci 数 , ESEE k χορ Κέω A 
恒等式 


(αι T 1) t (ἄμ-ει 十 1)F5,24 . Faz+1 rres E" 
Ql 十 2 十 … 十 Wk 十 1 二 RL 十 2 十 2 


: 天 十 1 
u (citer y» k+1 p ORE i 
22kH1 . (2k + 1)! h n-FAk-4-3—2R. 9 
h-—Ü0 


»» (αι + 1): -- (G1 + 1) δα, 43) * Facaztl) 757 Fafara) 
91-&2--- Fk 1—n-d2k-4-2 
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(一 UD" — > ET eH ARS 一 3 
— 92k . (2k 4- 1)! (2k 1-1}! 5 Us rAkk3— 2h 9 , 


(αι + 1)--- (ar41 + 1) Εβ(αι κι) Falan) 7 Ps(ay i11) 
G1c624-- Fay 1—nd2k42 


int2k+2 ktl k41 | 
ΠΕΣ 1)! - »u »( M Ju. an 21). 
推论 6.1.3 iE Ln 为 第 n 个 Lucas A, 对 任意 正 整数 k PMAR n, 有 恒 等 
式 


G14d- Gk 4 1—nd kl 

- (Cien δη zy μα. [09 i 
2-1.k! — 2 h n+2k+1—h 2J? 
ait e +ak+ı=nt+k+1 

- Citer (3) (E+N yw -3 
2-1.M £22 h n+2k+1—-h | 5 j? 
QI 十 … 十 Qk 十 1 一 了 2 十 天 十 工 
jn+tk+1 k+1 k+1 k . 
一 六 1 zig 2, 0 (5 yu: P kic a C722). 


; | 
S La-La Le ο αυ + 2(n Fa), 


a+b+c=n+3 
n+5 
JO La Læ Lz = —3 B 3-10) Fonts + (n + 16) Επ μα], 
α- Γὸ--εξπ--ᾶ 
n5 
> Laa ; Las Lac = —,— [4(n + 10)Fzn+7 + 3(n + 9)F3n+6]. 
atbtc=n+3 


证 明 ”在 定理 6.1.1~ 定理 6.1.3 中 , 分 别 取 — 21 — 和 οἱ 并 且 考 虑 


DA F53(n41) 


: . -3 
Un (2) = Un (3) = (71) F1); Un (--2ἱ) = c 


i i" 一 3 —1) . 一 
Th (5) Sgm Th (2) = nom = Cus, 


Frnt2 一 Fa+ı + Επ. 
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(1 -- z?)U, (a) = (2 十 1)D i(r) — παζη(α) 


(1— z?)U, = 3aU, (£) — n(n + 2)U. (£), 


就 可 完成 推论 6.1.1~ 推论 6.1.3 的 证 明 . 
推论 6.1.4 ”对 任意 非 负 整数 n, 有 同 余 式 


(n + 2)(5n + 8) Fsn.4.9 = 6(n + 3)Fsn+6(mod 400). 


推论 6.1.1 中 , 满足 2] Fi) 的 a > 0 所 有 整数 都 有 推论 6.1.4. 


6.2 Chebyshev 多 项 式 和 Fibonacci 数 、Lucas 数 的 恒等式 
由 式 (6-1) 和 式 (6-2) 有 


DE PE “οσο +(e- Vae 


n=0 


-5 L (sen $2—1)t 4 e(2- Ve z2— De) = $(t), 


y 50. GA Σπ πα ενα 1) — (e - νοῦ ipt 


n=0 
= i4 ( 4 — 1) οία ενασ- Ώε 


一 (z 一 Vz2 一 1) ο... = Φο(!). 


TE TO 和 Us 分 别 由 as (o) 与 δε) 的 展开 式 系数 来 定义 , 本 节 用 初等 
方法 给 出 形 如 


Ta 四 Tmel?) Tree 
! 1 T 
0124-404 —n Qi: 60. ακὶ 
5 
Uma, (2) , Uma; (=) . Uma, (2) 
aj! a2! ax! 


Q1 十 Q2 十 … 十 GK 一 也 


的 一 组 恒等式 . 在 此 基础 上 得 到 了 Fibonacci SCRI Lucas 数 的 一 组 有 趣 的 恒等式 . 
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引 理 6.2.1 T, (z) 和 Us(z) 分 别 为 第 一 类 和 第 二 类 Chebyshev 多 项 式 , mn 为 
任意 正 整 数 , 有 
— - Un )-i(z) 
Ta(Tm(z)) = Tma(z), ζΟε(Τπι(α)) = BR 
证 明 ”对 任意 的 整数 m, 由 式 (6-1) 有 
Τὸ (z) — i-i [e+ VTT" (s - Ve η] -1 
= [e+ Ve 1)" — (z — y z? inl. 


或 
ντα -1- 5 [e VBE)" - e- νοῦ -1y"]. 
因此 ， 


Tml) + /TA(xz) -- 1 = (£ + να -- 1)”, 
Τπι(α) — VTZ (£) 1 = (g — να -- 1)”. 
结合 式 (6-1) 和 上 两 式 , 有 


Us (Tm (2)) = 


2γ 132) -1 [eae 十 ΠΙΟΣ 
i (T5. (2) — ντα(α) - 1) "| 


(z+ | m(n-l) | (z Vai ine 
(£+ Va2 1)" — (s — Va? —1)- 

Um(n41)-1 (a) 

Ums-i(m) ` 
HE, 可 得 T, (Τπι (z)) = Tma(z). 
于 是 完成 了 引 理 6.2.1 的 证 明 . 
定理 6.2.1 dE m 和 n 是 正 整 数 , 对 于 任意 的 正 整数 k, 有 
Tmai(z) Ίπιαο(α) Ίπιακ(2) 


a1! åz! ax! 


G1d-a3-F:- Fay —n 


1 RUE, "w 
-rx (i) (krz.(2) + (k - 20 VT -1). 


证 明 由 更 区 = Y Tale) pa 有 


τι--0 


«e -Y( > Tela) Ta) ues 240 je. 


n=0 λαι ας Τ"' Γακτ 
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对 的 一 3 (set 十 ee k 
1 


k P 
-iy 的 e(&- DG VETT) μἰ(α-ναΐ-τ)ε 


i-0 
1 之 kr--(k—2Dvz? 1) p 
GERM. 


比较 上 两 式 中 0 的 系数 有 
Ta, (3) (z) Ta; (z) Ta, (z) 


^a aa! ak! 
1 ΚΞΝ, z” 
` (0 


用 T(z) 替换 z 得 
Ta (Tm(z)) Τω(Τπ(α)᾽  Τακ(1πι(α)) 


a! aa! akl 
k "T 
- ΓΠΣ y (i) (κο ---α)γα-- 1) 
. i-0 


Tyne (z) Tma; (z) Tmar (z ) 


ai! aa! ! 
aitaz t+ tak =n 1? 2 ak 


"nl X x( ) (επι) 十 (一 20 VIRG) -1) . 
事实 上 , 38 n 个 Fibonacci 数 为 


...1|{πενογ"  (i-v9y 
” X5 2 \ 2 
于 是 在 定理 621 的 结论 中 , 令 z = 了 并 应 用 τι (5) = SL. 可 得 到 Lucas 数 和 
Fibonacci 数 的 运算 关系 ， BI) 
推论 6.2.1 对 Lucas Δὲ Ln je Fibonacci 数 Fn, 有 恒等式 


Lino, Lomas Lmia k 


01! az! akl. 


, τι--0,1,2...., (6-9) 


aitazt Fan 


k 
LY (5) (kLm + (k — 20V 8E). 
0 


ΠΡΟ 
πι 201 
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定理 6.2.2 ik m de n 是 正 整 数 , 对 于 任意 的 正 整 数 k, 有 


Uma; 41)-1 (a) Us (a5 41)-1(2) Um(ay--1)-1 (z) 


! 19! ax! 
&1--02------Fay—n αι: az k 


τη RAP y » (7) (Ea + VRE) 


ET 2k 


x Ca ο. (πα) + (k — 20/726) -ᾱ) 


k—l 


证 明 H (t) = Σ 5) nla) 


n=0 


d ἃ Ua (a Uaz ar |T 
#o-5( y eem. Gael) 


n-Ü0 Xaica24---Fag—n 


----'', 因此 


δα ()) = (= ( (5 Teva? 1) e(t 2-1) 


ντ cm) | 


τη e(&-D(z--a?—-1)t 


1 k fk 
"ze M) v 
χ(--1)! ΠΣ l(s-v23-1y 


πο. 1 (i) (e+ zi) (e- 3-1) 


τι--Ώ I0 


x (kz + (k — 21) να” 一 D" un 
nt ' 


比较 上 两 式 中 如 的 系数 有 
Ua (£) (z) Us,(z) Us (x) (z) 


^al — a —— ΠΝ 
a1-Fà24---- Γακξητ 15 2 k 


"iJ -y(0) (e+ ντ) (s- iJ 
x {ας (& - 20) 22 1) 
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用 T(x) 替换 > 得 
Us, (Tm(x)) Dos(Tm(D)) Uan (I (2)) 


al as ο ax! 
aitazt da —n 1 2 k 


1 3 πω z k-i 
ποπ Σι () (e VRE) 
ο ΟΝ 


再 应 用 Us (T (2) = CD 有 


m-1(z) 
Um(au41)-1() . Um(os41)-1(2) aa. Um(an+1)—1(2) 
ai! a2! ax! 


αι ορ Γακττι 


x (1. - - πε΄ Z ij . (ute εᾱ- ϱ)γ 18) -1) . 


于 是 完成 了 定理 6.2.2 的 证 明 . κ 
ΠΗ, 在 定理 6.2.2 P r= E 并 应 用 


有 
推论 6.2.2 αἱ Lucas 数 La 和 Fibonacci 数 Fn, 有 恒等式 
Ἐπιαι 1-1) . Fm(a2+1) e Ετιίακ-Ε1) 
ài! aa! ak! 


aitazt +k =n 


1 1 V5 1- V5 ml 
PEN 2x0 ) 3 EN » ( 2 
x (kLm + (k — 29329 


6.3 Fibonacci REKER RBA 
本 节 根 据 Chebyshev 多 项 式 和 Fibonacci 数 的 关系 给 出 关于 


2m p2m 2m 
F, qdı F qda ` CF qdp 


di+ds+*…++dp=n 


6.8 Fibonacci Zt VOR EUR, «149. 


的 计算 式 ， 这 里 的 和 式 是 针对 所 有 p 维 非 负 整数 坐标 (di, do, ---, dp) B di + 
dz 十 … 十 dp =n, p 和 g 为 任意 正 整 数 , n 为 任意 非 负 整数 . 


定义 6.3.1 Gegenbauer 多 项 式 Ολ(α) (π-- 0,1,2,…) 由 下 列 生 成 函数 定义 : 


oo 
1 
(1-2zt 0) ^ - M^ (95, A» -g-i«s «1t «1. (6-10) 


n=0 


事实 上 , 应 用 初等 方法 和 Chebyshev 多 项 式 的 性 质证 明 下 面 的 引 理 : 
引 理 6.3.1 “对 任意 正 整数 m, n 和 p, 有 恒等式 
Ur (z)Uz, (2) --- Uz7" (a) 
αι d-dad--- d n 


2P 
T 4mp(a2 — 1)mp 


agQ81--- ^) TT De v κ 


40 十 Q1 十 … 十 am 一 Dp bo 十 bi 十 … 十 bb { p k20 


x 3 (Pear yee ντ og. (γώ - 0089 $1). 


?一 =0 


ΠΕ ”注意 到 的 = (Ea) (z + να» -- 1)(α — Vr? -- 1) = 1 Ñ Τ.η(α) = 
T, (z), 有 


Uno) = n a elt: z=)" - (e= ο 
-i c) 
«(re v)" + e- v=], 
也 就 是 
UP) eeu DC). 


由 于 Ta (Tn (2)) Ξ- Tmn(T), 


Uz" (x) = ο. 1-5 " τ, (Tas (α)) - 
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设 f(2,0 = Y U^ (2), 考虑 到 上 式 有 


n=0 


f(z,t)= Σ sp > 1)* G πι (Tak o| e 
= FEIF Por k e)» Ts (Tar (α)) t 
k=0 n=0 


2 = ma (2m 
= 4m(Z2 一 1y" 2C) *( k )c (Tak (x), t) , 
所 以 


m P 
f?(z,t) — της E Cr) g (Tax (z), J 
一 0 


2P "C (mex 


. 4mp 12 --1γηρ "E 
( ) Q&0 十 21 十 … 十 Grm —p aoa : 


x 的 ) πο. (Tak (2), t), 
由 (6-10) 和 (6-3) 有 


G^* (Ta (2), t) = (1 — To (z)t)?* V CS (Ta(z)) t^ 


n=0 


-ΣΣ (S) cerne, κο”. 


n=0 rk=0 


结合 上 述 两 式 可 以 得 到 
f?(z,t)= 2 To — 1)m» 


x 


Που 1)ίπ--βλαι 2mY** 
Q901 “θη k 


aotait Am —p ὃρ-Γδι +" ο ζωα k=0 


D (Λο 9 T7: (2)Cg* .., (Τρκ(α)) t^ 


Tk=0 


οο p 
fr(z,t)= (È vier) 
n=0 


=), ΣΣ. vih(sUI'()..-U2"()|:. 
aitaz +: +ap=n 


n=0 
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比较 上 两 式 e 项 的 系数 
$5 σώος (Gm) Ui») 


diddad---Fd,—n 
2P p 
Σ Y — (a) 


一 4mp(gz2 — ])np 
( ) 0 十 Q1 十 … 十 Qm 一 P bodbid- pb —n 


x Icone» (my $ (3) (-1)"= T3 ()C2* .., (To (2). 


k=0 rk=0 


注意 到 
T(x) = y (z? — 1)U2(z) + 1, 


于 是 完成 了 引 理 6.3.1 的 证 明 . 
定理 6.3.1 ”对 任意 正 整数 m, n, p, η, 有 恒等式 


2 
Σ Fai, Fai, -- -Fads 
di+dz+--+dp=n 
ο C ( p ) 
Ξ--Ἔπρ-- 
3 &9--01----FGm-p bo-rb; dba n aoa m 
m ak Gk Ek 
2m k a 5 2 
_1\(m—k)a kir ντ {2 p2 
«Tene 7) 3 en (σὲ νι) 
k=0 Tk =0 


5 
χώ νι (s ~F t JI 


证 明 ”首先 由 Un(e) 的 定义 


di--da4-- dp n 
一 (一 TY 一? 
(η ση») >, Fu FY. Fay. 
di dad d, —n 


结合 上 式 和 引 理 6.3.1 
PFE- Fir 


FN. 
dida dp—n 
_ (-1)re"2P p 
- 5mp αρα 
aotart tam=p botbit buen. NO001 777 0m 
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x Hye (-) σ Y (ας ay ss, "ma 


Tk=0 


a /5 
XC oL ( gilak + r) < 


于 是 完成 了 定理 6.3.1 的 证 明 . 
在 定理 中 取 m = 1 并 且 注 意 到 


Ολ(α) = στο μα ΜΙ ) (^r Jen. 


[Eu] 


即 得 
推论 6.3.1 ”对 任意 正 整 数 n, p, g, 有 计算 式 
Fid Fida -- Fuaa, 


di1+d2t tdp=n 
n k p-k [4] [84-1] 


ος 11722 Dozy CU EHS > Σ e κ λα... (5) 


k=0 j—0 s—0 t—0 I—0 7 一 0 


ο μα ο ο 1... 
t 了 一 5 一 ! l n—-j-t-r 


«(nin (5 " 1) na 
6.4 Fibonacci HAKR RBMA 


6.3 节 得 到 了 Fibonacci 数 偶 次 帘 的 积 和 式 ， 本 节 运 用 同样 的 方法 可 以 得 到 
Fibonacci 数 奇 次 容积 和 式 的 计算 式 ， 即 通过 对 第 二 类 Chebyshev 多 项 式 的 研究 得 
到 


2m41 p2m4l 2m41 
Εάν νο adati) Pado et) 


dida. +dp=n 
的 计算 式 . 事实 上 , 运用 初等 方法 和 Chebyshev 多 项 式 的 性 质证 明 
引 理 6.4.1 *HIEXIE SEM n fe p, 有 恒等式 


D Ua, (σ)ὔα, (x) - - - Ua, (x) = C3 (2). 
da 十 da 十 … 十 dp 一 m 


证 明 ”参阅 文献 [48]. 
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引 理 6.42 ”对 任意 正 整 数 m, n 和 p, 有 恒等式 


$2 Ui ωυ ο). Ui G) 
dı+d2+--+dp=n 
1 


- αραι `“ “° Üm 
= 4mp (x2 — l1)m» 


Ga 十 ai 十 … 十 gm 一 D botbit bbs on P 


m ma, { 2m + IN ua, a 
x ] [cant (7:7) υπο Teale) 


k=0 
证 明 ”注意 到 四 n ) 
k) \n—E/’ 
(z 4 να —1)(x-—wvVz?—1)-—1. 
由 Όπία) 的 定义 有 


eje oen (evi) CA 


应 用 引 理 6.2.1, 有 
Um args EC (I atm at 


πω» G^, 考虑 到 上 式 有 


qs 


ee 1 m 2m 4-1 
f(z, 0-2, qmi 1m Denr m eA] e 


二 0 
E CE ps LOD un ) Uzk(z) D Un (Tars (2) t^ 
k=0 τι--0 ` 
1 ui mi 2m 1 
eas CU (US use ausi). 
因此 
Pe) = gp Ty Econ (mt ikoan), J 


=0 


P 


1 p ) 1 
=— 一 (一 人 ok 
4mp(g? — 1m» MXN Gs Um Ht ) 
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x (m η Gk Us (z)G?* (Tək+1 (£), | ， 
由 (6-10) 和 (6-3) 有 


oo 


G% (Ta. 1(2),t) = 5 ^ Cz (Tai (2) t”. 


n=0 


于 是 
II G^* (To. 1 (2), t) = »» | ΣΡ Π C; CoenG t". 
k—0 n=0 |bo--b; 4---- Fb. —n k—0 
结合 上 面 两 个 式 子 , 进行 整理 后 再 与 


oo 


f*(z,t)— È UH ev 
n=0 


oo 


Yo — UPU(sjU2H (a). Um" (a) | e 
n=0 | dida d, —n 


比较 tr 项 系数 , 即 完成 了 引 理 6.4.2 的 证 明 . 
定理 6.4.1 对 任意 正 整 数 m, n, p, ᾳ, 有 恒等式 


2m-F1 2m-4-1 ... Κάπι!-1 
Fatada) ^" Po(ay41) 
dit+d2+-…+dp=n 


1 m4 
MOT MT 


jan . [( 一 2.. 
ie . [(-1)«Z2 — 4|» aotar t Fam —p botbid bn ΜΟΩΙ - - -Am 


m a . 
B 2m + 1V** į(2k+1)g 
x Π(-υσ χ)ακ ( k ) Fory (== Lastna) . 
天 一 0 


证 明 将 z= (5) 代入 引 理 6.4.2, 应 用 引 理 6.2.2, 并 注意 到 


. Fi2mt+! 
1 。 djy+1 
Uim (n. (3) = i(2m + 1)gd; n τ, 
此 时 引 理 6.4.2 的 左边 为 
im Dan 


2m4-1 2m+1 Fr2m+l 
y j Fidi 41) aldat) Έπα, μι): 
dit+dz+…+dp=n 


- :2k 
[5:[τ,|1}}- Dar Pret) 
2k q 2 m Fer 


Fl2m+h)p 


再 将 
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i j2k+i)g 
Tok4i (τ. (3)) 二 一 了 L(2k41)a 


( ) 
97-01 d-- FG —p bg-4-ba 4 Eo n C001 .. -am 


1 
[C112 —4pe 
m - 2m + 1\ * Fok į(2k+1)g | 
x [co Partea ( k ) ρα οὓς ( 2 Lastna] 。 


和 


令 上 两 式 相等 , 进行 整理 即 完 成 了 定理 6.4.1 的 证 明 , 在 定理 6.4.1 中 取 mm = 1, 
并 考虑 Ck(x) 的 表达 式 


[n/2] 
k i B if Km —L—1N /n- d n-a 
e - DYF 0er 
经 过 整理 有 
推论 6.4.1 对 任意 正 整数 mnp, g 有 计算 式 


3 3 3 
Fo(d; γι) Ta(ast1) ^" Ῥαά, γι) 
di-bdg4- Fd, —n 


2 JP » n [1/2|[(α-7)}3ἱ k 
一 [e Z > Y (uyeeéeeemee om (P) (5) 
(-UsLj -4 k=0j=0 120 τ-0 Fag 


xung (po Etn dor) C 
q n—j-— r 
Ea 1601) 
这 三 节 的 内 容 只 给 出 了 一 部 分 关于 Fibonacci 数 和 Lucas 数 的 恒等式 , UEA 


砖 引 玉 的 作用 . 其 实 关于 这 方面 的 结论 很 多 , 由 于 篇 幅 限 定 , 建议 读者 查阅 张 文 鹏 教 
授 、 刘 端 森 教 授 等 学 者 的 有 关 文 献 . 


6.5 研究 Bernoulli 数 和 Euler 数 的 一 种 方法 


设 |z| < 2x JEREZ, Bernoulli 数 B 和 Euler 数 Ej,(n = 0,1,2,---) 分 别 由 
下 烈 生成 函数 的 系数 确定 (参阅 文献 [31]~[33]): 


oo 


z z” π 
στ Bep ld «5 (6-11) 
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secz = » 1) Eo τς (6-12) 


- F 


1 1 1 1 
B4 = -zp Bg = 22' Bg — αρ) 


Bo = -Ž, .…, 而 且 对 于 n > 3 的 奇数 有 B. =0, 对 于 n > 2 的 偶数 有 (参阅 文献 
[34]) 


Hi (6-11) 可 知 Bo = 1, Bı = 24 B, = 


τε--1 


1 τπτ) 
Bui.) 
由 (6-12) 可 知 Eo = 1, Εν = 1, E4 = 5, Eg = 61, Es = 11385, Ero = 150521, ---, 38. 


X*PPn217 
Yo» (Z) =0. 


s=0 
Bernoulli 数 和 Euler 数 在 组 人 台数 学 和 解析 数论 中 有 着 极 广泛 的 应 用 , 因此 有 很 多 
学 者 已 经 研究 过 它们 的 算术 性 质 . 文献 [35] 中 证 明了 关于 Bernoulli 数 的 一 个 很 有 用 
HARR, 即 对 于 素数 p > 3, 24 p= 3(mod 4) 时 有 


€ Oe Ec 


这 里 (5) 为 Legendre 符号 且 m = 一 一 . Zhang 在 文献 [36] 中 得 到 并 证 明了 有 关 
Euler 数 的 有 趣 的 同 余 式 , 即 


局 0 (mod p), p= 1(mod 4), 
p—1 —2 (mod p), p= 3(mod 4), 


这 里 p 是 一 个 素数 . Liu 在 文献 [37] 中 证 明了 对 于 任意 正 整数 ” 和 κ, 有 
Ey, = (一 1)"+A22n+1 ο. 4 1)5. 
还 有 一 些 有 关 Bernoulli 数 的 恒等式 ， pert n>1 和 k>0, 有 


n nal) 2-29 2n 1 --- 
eC μμ... Yn 
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很 显然 这 些 结论 来 自 于 一 些 三 角 恒 等 式 , 由 文献 [17] 的 习题 3.2.7~ 习题 3.2.9 有 
1 n sin (» 十 5) 2 
Α) 5 十 》 cosjz = —— r; 
k=l 


2sin 2 ' 
(B) Y cs (2k — 1}α = sin2nz. 
4 2sinz' 
(C) d. 十 ὃν (2k -- 1)r = (Szy 
sing £4 sing J ` 


在 (A) 中 用 x — y 代替 α, (B)(C) 中 用 7 — y RE α, 就 可 以 得 到 相应 的 恒等式 : 


1 
(—1)* cos | n+ = 
(4) z ;*MC iens - Cen τὴν 


2 κά 
Cos 9 


(-1)"sin2ny. 


(B) Yr Con ΕΝ 


2n. . 
(C^) 1 十 Συ cos (2k — 1)y — ἑ | 
R=1 \ | 


cosy cos? y 
" 2n+1 - 'cos(2n + 1)y Y? 
me; * È CD cos (2k — 1)y = (mEt) i 
注意 到 
ο. D uon ws Y 0" 
和 
πω κ ο. 
sinz (2n + 1)! 


n=0 


可 以 由 上 面 式 (A) 到 式 (C^) 得 到 下 列 恒等式 : 


2 十 1N 2— 22s (Qn 1027 + 1)27^ n 
eX CL jue e rein D" 


s=0 
2 (2n. 1V 2 — 225 2(2n 十 1 
oX (a ) me a Aeh 


n 


./2n--2 Ba 
(αι) »( M )e-2 QE - 一 rich Cni Len- 1H, 


t—0 
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(c2) Ezn — (2k)2” Se 1) Α΄ —t (2) dem En —9 Y (—1)"*? (2m 十 1). 
QE" IS 


t=0 


2 Bas 2 k a 
(a^) Y 1)*** (ο) (2k + 2 = ΠΕΊΣΩ δυο” . 


s—0 
NM +1 (—1)57*71 Es, : E " 
ox (tc ds pum > ο 
s=0 ` 


2k4-1 


; ". (2n Es 
t n ο γη 8 8 —1 i—l-cn 9t — 1 2n. 
(^) Eat ο 722 C0 1-0 


本 节 内 容 将 给 出 上 面 恒等式 的 应 用 . 由 式 (8) 有 下 面 的 定理 : 
定理 6.5.1 对 任意 素数 p 三 1(mod 4) 和 整数 21, 有 同 余 式 


B ego) = (mod ρ΄). 


为 了 证 明定 理 6.5.1, 需要 
引 理 6.5.1 ik p 是 一 个 奇 素数 , 则 对 任意 正 整 数 a 和 任意 整数 a 满足 (a.p) = 1, 


UL (2) (modp?). 
证 明 ”应 用 数学 归纳 法 进行 证 明 , 从 Euler 函数 p(n) 和 ep) =p 18 
(5) = a^ (mod p). 
这 就 意味 着 a 二 1 时 引 理 成 立 . 假设 a m > 1 时 引 理 成 立 , 妈 


"rp (5) (mod p™) 


之 后 ， EA (7) üxizp-1)'f 
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i Thi TA) la Ῥ 
ο.) 


Gf Qn 


也 就 是 说 , a = m--1H85| 88r. 于 是 完成 了 引 理 6.5.1 的 证 明 . 
现在 通过 引 理 6.5.1 来 证 明定 理 6.5.1. 设 p 是 一 个 素数 且 满 足 p = 1(mod 4), 则 


ο το ΚΘ) gg eii, ER (a) o --- 


有 


ποπ 1 2— 22 (2n + 1)2 X5. ο 
2n - B4; = 2n 
ort) x( 2j ) 3 2k 4-1 2t 


HRA 25-1 — p^ 和 (2n+1,p)= (E p) = 1 结合 上 述 恒等式 得 到 同 余 式 


t=0 


afp?) pl 
o(p?) 2 ( 2e) 
(2-2 2 pem 三 一 一 5 8*5 (mod p°). (6-13) 
3 p? s=1 


显然 如 果 pls, 则 pej 77 . 结合 引 理 6.5.1 并 注意 到 


s—1 
会 有 
5 st 三 (5) = V = 0(mod p?) 
5=1 s—l p 8--1. 
或 
] a 
五 ΠΝ. Ο(πιοά μ΄). (6-14) 
Ῥ s=1 
结合 式 (6-13) 和 (6-14) 可 得 
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或 
B p22) = (mod ρ΄). 
于 是 就 完成 了 定理 6.5.1 的 证 明 . 


接 下 来 的 命题 是 关于 Euler 数 的 猜测 . 事实 上 , 可 以 从 (a^) 得 到 
定理 6.5.2 ”对 任意 素数 pp 三 1(mod 4) 和 整数 a>1, 有 


- 9i 
(7D Euge) = — zr x4) L, x xa) (mod p), 


其 中 , X 表示 模 p 的 Legendre 符号 , x4 293€ 4 的 非 主 特征 , r(x) 为 Gauss 和 , L(s, x) 
为 Dirichlet 特征 x 的 Dirichlet L 函数 . 

为 了 完成 定理 6.5.2 的 证 明 , 需要 

51 6.5.2 4- x 为 模 m 的 原 特征 且 x( 71) = —1, 有 


ιτ i Ν 


3 το = > lae (Z) 3 Gauss 4, e(y) = εὖ’, το, x) 为 Dirichlet 特征 X 的 
αξι 
Dirichlet L 函数 . 
证 明 ”由 文献 [3] 的 定理 12.11 和 定理 12.20, 易 证 . 


引 理 6.5.3 ”对 任意 素数 p 三 1(mod 4), 有 D (2) =0. 
s=1 


证 明 BAR Σ (2) = 0. 又 如 果 p = 1(mod 4), 则 (5) - (=) 于 是 
z0-EO0-£0--E63--EQ. 


1 


- 
即 > (7) =0. 于 是 完成 了 引 理 6.5.3 的 证 明 


8 
1.5 


引 理 6.5.4 。 对 任意 素数 p= 三 1(mod 4), 有 


Σ (2) = -7(X XO) LL, x xa), 
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其 中 χι 为 模 4 的 Dirichlet 原 特征 . 


证 明 ”因为 χι 为 模 4 的 Dirichlet 原 特征 , 所 以 有 x4(1) = xa(—3) 21, x4(3) = 
χα(--1) = 一 1 , 则 显然 有 恒等式 


Ys (5) χα(ϱ) = S us +1) (= st --)- -Sus +3) (==) . (6-15) 


3 一 1 as 一 和 3 一 0 


注意 到 ($ ος EX 


5-0 
Ἕν (==) 
D» «(553 2» 5+3 (13) 
E (2245) ος 2 (6-16) 


这 里 4.4 = 1(mod p). 另外 已 知 四 二 + 是 一 个 整数 且 4 PEL FEA, Š s< 


-1 4 ` —1 - 
时 ,0<s+4<p; 当 s> 人 一 时 ,p<s+4<2p-1. 因此 


STE = κά E αι (= 


s=0 s—Piiqi 
+4 所 8 十 4 一 
A+ (= )+4 »» (tan (1) 
s=0 s=27}+1 p 
»-1 - 
4 
十 4 Y p (* 十 ) 
a—Puiq.1 了 
—1 p—i 一 
4 
--Σ-(} JI Y (= ) (6-17) 
-1 s=27 +1 Ῥ 


注意 到 (>) -1 有 
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结合 式 (6-16) 和 (6-17) 
τὰ 4s+1\ — LA /s+4 
中 (人 -号 (519 
EN 5 十 3p+1 uL EN 8- p-1 
a 4 E 4 
= 4A, | p | 2 | ? | 
ei /p—1 Pil 
oa sf a 3] 8 _ 
= «x 7 |- >, (3). (6-18) 
运用 同样 的 方法 , 还 可 得 到 
P-I 4s +3\ — κα 8 
» t3) (== ) = p> (2) . (6-19) 
MA (6-15), (6-18) 和 (6-19) 可 得 
4p s κα 5 
2 (;) χα(8) = -8p2, (5) : (6-20) 


因为 (s) = (5) 是 模 p 的 原 特征 ,x'(4) 是 模 4 的 原 特征 , 于 是 xa 也 是 模 4p 的 原 
特征 . 注意 

Xx4(—1) = X (-1)x4(—1) = -1, 
结合 式 (6-20) 和 引 理 6.5.2, 有 


p-1 


Σ () Ξ ρώτα χι) Κι, x χα), 


8—1 


于 是 完成 了 引 理 6.5.4 的 证 明 . 
现在 通过 引 理 6.5.2~ 引 理 6.5.4 证 明定 理 6.5.2. 由 (a^), 


n—1 .f/2n . k 
(—1)^ Ex, 二》 ^ (1) ( ὃν) (2k + 179 Ez; = 2 (-1)'-"(29)»'. 
2Ξ0 85.0 
所 以 有 


k 
(1) Ες 25 ^ (—1)* *(23)?" (mod 2k + 1). 


s 二 1 
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M n= O” ka L, Ti p= (mod 4), 从 而 


1 
α 2 a 
(71) Esga =2 》 (71023) * (mod p°). 
951 


考虑 Euler 函数 , 可 知 ; 
S — PY 
(2) 三 (2s) (mod p) 


或 
(29) 333 — ap 4 (3) 
从 而 a . 
ο... 
而 (2) = 所 以 
CDP Bowe =2 Σο» (2) 
-Σ(5-:Σ (5-3) 
s—1 8--1 
ο (F) 
WAP οὐ 
根据 引 理 6.5.3, 有 
ΣΣ: Σ 全 


-Σ (senem). Σ (£) =0 (622) 
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-5 (+2) -5 (8). eas 


s=1 s=1 


结合 式 (6-21), (6-22) 和 (6-23) 容易 得 到 
£i?) M 8 
(-1) 4 E sgo =4 } (5) (mod ρ΄). (6-24) 


然后 再 由 式 (6-24) 和 引 理 6.4.4, 有 


e. 


(-)**^ 7 Egge) = Ξ4 > (: ) Ξ -r(xa) LL, x'xa)(mod p“). 


于 是 完成 了 定理 6.5.2 的 证 明 . 
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